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Èíòåãðàëüíîå Óðàâíåíèå ñ Çàïàçäûâàþùèì Àðãóìåí-

òîì â Ïðîöåññàõ Ïîëóìàðêîâñêîãî Áëóæäàíèÿ

Ò.È.Íàñèðîâà, Ý.Ì.Íåéìàíîâ, Ó.ß.Êåðèìîâà

Àííîòàöèÿ. Ïîëüçóÿñü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïîñòðîåíî

ðàçíîñòíûé ïðîöåññ ïîëóìàðêîâñêîãî áëóæäàíèÿ. Íàéäåíî ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ðàñïðå-

äåëåíèÿ äëèòåëüíîñòè âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ ðàçíîñòíîãî ïðîöåññà ïîëóìàðêîâñêîãî áëóæäà-

íèÿ.
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îáðàçîâàíèå Ëàïëàñà.

1. Ââåäåíèå

Èññëåäîâàíèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ðàñïðåäåëåíèÿ äëèòåëüíîñòè âðåìåíè ïðå-
áûâàíèÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ïîñâÿùåíî íå òàê ìíîãî ðàáîò. Â ðàáîòå [1,ñ. 61-63]
èññëåäîâàíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé â ñëó÷àéíîé ñðåäå çà-
äåðæèâàþùèì ýêðàíîì. Â [2,ñ. 160-165] èçó÷åíî ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå â ïîëîñå. Â
ðàáîòå [3,ñ. 26-51] íàéäåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ îïðåäåëåííûõ
íà Ìàðêîâñêèõ öåïÿõ. Â ðàáîòå [4,ñ. 61-63] èññëåäîâàíû ðàçíîâèäíûå ïîëóìàðêîâ-
ñêèå ïðîöåññû ñ çàäåðæèâàþùèì ýêðàíîì è ôóíêöèîíàëû îò ýòèõ ïðîöåññîâ. Â [5,
ñ.77-84] íàéäåíî ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ðàñïðåäåëåíèÿ íèæíåãî ãðàíè÷íîãî ôóíê-
öèîíàëà ïðîöåññà ïîëóìàðêîâñêîãî áëóæäàíèÿ ñ çàäåðæèâàþùèì ýêðàíîì â íóëå. Â
[6,ñ. 49-60] íàéäåíî ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ýðãîäè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà
ïîëóìàðêîâñêîãî áëóæäàíèÿ ñ îòðèöàòåëüíûì ñíîñîì, íåîòðèöàòåëüíûìè ñêà÷êàìè
è çàäåðæèâàþùèì ýêðàíîì â íóëå.
Â äàííîé ðàáîòå íàéäåíî ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ðàñïðåäåëåíèÿ äëèòåëüíîñòè âðå-
ìåíè ïðåáûâàíèÿ ðàçíîñòíîãî ïðîöåññà ïîëóìàðêîâñêîãî áëóæäàíèÿ

2. Îïèñàíèå ïðîöåññà

Ïóñòü íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå çàäàíû äâå íåçàâèñèìûõ îäèíîêîãî ðàñïðåäå-
ëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè{
ξ+k , η

+
k

}
k=1,∞ è

{
ξ−k , η

−
k

}
k=1,∞, ïàðû â êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìî è

ξ±k > 0, η±k > 0 . Ïî ýòèì ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì ïîñòðîèì ñëåäóþùèå ïðîöåññû ïîëó-
ìàðêîâñêîãî áëóæäàíèÿ
X+(t) =

∑k−1
i=1 η+i X

+(t) =
∑k−1

i=1 η+i , åñëè
∑k−1

i=1 ξ+i ≤ t <
∑k

i=1 ξ
+
i

, X−(t) =
∑k−1

i=1 η−i , åñëè
∑k−1

i=1 ξ−i ≤ t <
∑k

i=1 ξ
−
i .
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Ïðîöåññ

X(t) = X+(t)−X−(t) (1)

íàçîâ¸ì ðàçíîñòíûì ïðîöåññîì ïîëóìàðêîâñêîãî áëóæäàíèÿ.

Îäíà èç åãî ðåàëèçàöèé áóäåò ñëåäóþùàÿ

Öåëü â ñòàòüå íàéòè ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ðàñïðåäåëåíèÿ äëèòåëüíîñòè âðåìåíè
ïðåáûâàíèÿ ïðîöåññà (1)

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ+1 ðàñïðåäåëåíà ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêî-
íó. Òîãäà X(t) ñòàíîâèòñÿ ñëîæíûì ðàçíîñòíûì Ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì

3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü ïðîöåññ X(t) ôóíêöèîíèðóåò â ïîëîñå [b , a] , a>0, b>0.

Îáîçíà÷èì

Az =

{
inf

0≤s≤t
X(s) > b; sup

0≤s≤t
X(s) < a|X(0) = z

}
, z>0

è

K(t; b, a|X(0) = z) = P

{
inf

0≤s≤t
X(s) > b; sup

0≤s≤t
X(s) < a|X(0) = z

}
. (2)

Îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà óìíîæèì íà e−θt, θ > 0, t > 0 è ïðîèíòåãðèðóåì ïî t

K̃(θ; b, a|X(0) = z) =

∫ ∞

t=0
e−θtP

{
inf

0≤s≤t
X(s) > b; sup

0≤s≤t
X(s) < a|X(0) = z

}
dt.

Ñîáûòèå Az ïðîèñõîäèò ïðè ñëåäóþùèõ ïÿòè ãèïîòåçàõ

H1 =
{
ξ+1 > t; ξ−1 > t

}
,

H2 =
{
ξ+1 < ξ−1 < t

}
,
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H3 =
{
ξ+1 < t < ξ−1

}
,

H4 =
{
ξ−1 < ξ+1 < t

}
,

H5 =
{
ξ−1 < t < ξ+1

}
,

Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì

K(t; b, a|X(0) = z)=K(t|z)

Òîãäà èìååì

K(t|z) = P (Az

5∪
i=1

Hi) = P(AzH1) + P(AzH2) + P(AzH3) + P(AzH4) + P(AzH5)

= P
{
ξ+1 > t; ξ−1 > t|X(0) = z

}
+

∫ a

y=b

∫ t

s=0
P
{
ξ+1 < s; ξ−1 ∈ ds;X(s) ∈ dy|X(0) = z

}
K(t− s; |y)

+

∫ a

y=b

∫ t

s=0
P
{
ξ+1 < ds; ξ−1 > t;X(s) ∈ dy|X(0) = z

}
K(t− s; |y)

+

∫ a

y=b

∫ t

s=0
P
{
ξ−1 < s; ξ+1 ∈ ds;X(s) ∈ dy|X(0) = z

}
K(t− s; |y)

+

∫ a

y=b

∫ t

s=0
P
{
ξ−1 ∈ ds; ξ+1 > t;X(s) ∈ dy|X(0) = z

}
K(t− s; |y).

Ó÷èòûâàÿ ïîðÿäîê ìîìåíòîâ ñêà÷êîâ, ò.å. ξ+1 > ξ−1 è ξ+1 < ξ−1 èìååì

K(t|z) = P
{
ξ+1 > t;

}
P
{
ξ−1 > t

}
+

∫ a

y=b

∫ t

s=0
P
{
ξ+1 < s; ξ−1 ∈ ds;X(s) ∈ dy|X(0) = z

}
K(t− s|y)

+P
{
ξ−1 > t

}∫ a

y=b

∫ t

s=0
P
{
ξ+1 < ds;X(s) ∈ dy|X(0) = z

}
K(t− s|y)

+

∫ a

y=b

∫ t

s=0
P
{
ξ−1 < s; ξ+1 ∈ ds;X(s) ∈ dy|X(0) = z

}
K(t− s|y)

+P
{
ξ+1 > t;

}∫ a

y=b

∫ t

s=0
P
{
ξ−1 ∈ ds;X(s) ∈ dy|X(0) = z

}
K(t− s|y).

Óïðîñòèì óðàâíåíèå (2)

K(t|z) = P
{
ξ+1 > t;

}
P
{
ξ−1 > t

}
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+

∫ a

y=b

∫ t

s=0
P
{
ξ+1 < s; ξ−1 ∈ ds;max[min(a; z +X+(s)− η−1 ; b] ∈ dy

}
K(t− s; |y)

+P
{
ξ−1 > t

}∫ a

y=b

∫ t

s=0
P
{
ξ+1 ∈ ds;min(a; z + η+1 ) ∈ dy|

}
K(t− s; |y)

+

∫ a

y=b

∫ t

s=0
P
{
ξ−1 < s; ξ+1 ∈ ds;min[max(b; z −X−(s)) + η+1 ), a] ∈ dy

}
K(t− s; |y)

+P
{
ξ+1 > t

}∫ a

y=b

∫ t

s=0
P
{
ξ−1 ∈ ds;max(b; z − η−1 ) ∈ dy

}
K(t− s; |y)

Ó÷èòûâàÿ ïîðÿäîê ìîìåíòîâ ñêà÷êîâ, ò.å. ξ+1 > ξ−1 è ξ+1 < ξ−1 èìååì

K(t|z) = P
{
ξ+1 > t;

}
P
{
ξ−1 > t

}
+P

{
ξ−1 > t

}∫ a

y=b

∫ t

s=0
dyP

{
ξ+1 ∈ ds;min(a; z + η+1 ) < y

}
K(t− s; |y)

+

∫ a

y=b

∫ t

s=0
dyP

{
ξ−1 < s; ξ+1 ∈ ds;min[max(b; z −X−(s)) + η+1 ), a] < y

}
K(t− s; |y)

+P
{
ξ+1 > t;

}∫ a

y=b

∫ t

s=0
dyP

{
ξ−1 ∈ ds;max(b; z − η−1 ) < y

}
K(t− s; |y)

Òàê êàê ñëó÷àéíûå ïðîöåññû X+(t) è X−(t) íåçàâèñèìû îò ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ+1 è
ξ−1 ñîîòâåòñòâåííî, ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè ïîëó÷èì,

P
{
ξ−1 < s

}
= P

{
ξ−1 < s;min[max(b; z −X−(s))] + η+1 ; a] < y

}
+P

{
ξ−1 < s;min[max(b; z −X−(s))] + η+1 ; a] > y

}
.

Íàêîíåö,ïîëó÷èì ðàçíîñòíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ K̃(θ/y)

K̃(θ/z) =
1

λ+ + λ− + θ
− λ+λ−µ−

(λ+ + θ)θ
e−µ−a

∫ a

y=b
K̃(θ|y)eµ−ydy

+
λ+λ−µ−

(λ+ + θ)(λ− + θ)
e
−λ+µ++(µ++µ−)θ

λ−+θ
a
e

µ+θ

λ++θ
z
∫ a

y=b
K̃(θ|y)eµ−ydy

+
λ+λ−µ+µ−

(λ+ + θ)(λ− + θ)
e

µ+θ

λ++θ
z
∫ a

y=z
K̃(θ|y)e−

µ+θ

λ++θ
y
∫ a−y

x=0
e
− [(λ++θ)µ−+µ+θ]

λ++θ
x
dxdy

− λ+λ−µ+µ−
(λ+ + θ)(λ− + θ)

e
µ+θ

λ++θ
z
∫ z

y=b
K̃(θ|y)e−

µ+θ

λ++θ
y
∫ a−y

x=z−y
e
− [(λ++θ)µ−+µ+θ]

λ++θ
x
dxdy
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−λ+λ−µ+

(λ−+θ)θ e
µ+b

∫ a
y=b K̃(θ|y)e−µ+ydy

+ λ+λ−µ+

(λ++θ)(λ−+θ)e
λ−µ++(µ++µ−)θ

λ−+θ
b
e

µ−θ

λ−+θ
z ∫ a

y=b K̃(θ|y)e−µ+ydy

+
λ+λ−µ+

(λ+ + θ)(λ− + θ)
e

µ−θ

λ−+θ
z
∫ z

y=b
K̃(θ|y)e−

µ−θ

λ−+θ
y
∫ y−z

x=0
e
− [(λ−+θ)µ++µ−θ]

λ−+θ
x
dxdy

+
λ+λ−µ+

(λ+ + θ)(λ− + θ)
e

µ−θ

λ−+θ
z
∫ a

y=b
K̃(θ|y)e−

µ−θ

λ−+θ
y
∫ y−b

x=y−z
e
− [(λ−+θ)µ++µ−θ]

λ−+θ
x
dxdy

+
λ+µ+

λ+ + λ− + θ
e−µ+z

∫ a

y=z
K̃(λ− + θ|y)e−µ+ydy+

+
λ−µ−

λ+ + λ− + θ
e−µ−z

∫ z

y=b
K̃(λ+ + θ|y)eµ−ydy.

Èç ýòîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå.

4. Çàêëþ÷åíèå

Ïîëüçóÿñü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïîñòðîåíî ðàç-
íîñòíûé ïðîöåññ ïîëóìàðêîâñêîãî áëóæäàíèÿ. Íàéäåíî ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ äëèòåëüíîñòè âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ ðàçíîñòíîãî ïðîöåññà ïîëóìàðêîâñêî-
ãî áëóæäàíèÿ.
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