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Îá îöåíêå íîðìû ïðîìåæóòî÷íûõ ïðîèçâîäíûõ ÷å-

ðåç íîðìó îïåðàòîðíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî âûðàæåíèÿ

òðåòüåãî ïîðÿäêà êâàçèýëëèïòè÷åñêîãî òèïà

À.Ò. Ãàçèëîâà

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïîëó÷åíû òî÷íûå çíà÷åíèÿ íîðìû îïåðàòîðîâ ïðîìåæóòî÷íûõ ïðîèç-

âîäíûõ ÷åðåç íîðìû íåêîòîðûõ îïåðàòîðíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ âûðàæåíèé òðåòüåãî ïîðÿäêà

êâàçèýëëèïòè÷åñêîãî òèïà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ïðîìåæóòî÷íûå ïðîèçâîäíûå, îïåðàòîðíûå

äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ýêâèâàëåíòíûå íîìû.

Òåîðåìà 1. Íîðìû ‖u‖W 3
2 (R;H) è ‖P0 (d/dt; A)u‖L2(R;H) ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî óðàâíåíèå èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå èç
ïðîñòðàíñòâà W 3

2 (R;H). Ñ äðóãîé ñòîðîíû ïðè ëþáîì f (t) ∈ L2 (R;H) óðàâíåíèå
P0 (d/dt; A)u = fèìååò ðåøåíèå

u (t) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
(iξ +A)−1 (iξ −A)−2 f̂ (ξ) eiξtdξ, t ∈ R,

ãäå f̂ (ξ) åñòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèé f (t). Ïîêàæåì, ÷òî u ∈ W 3
2 (R;H). Ïî

òåîðåìå Ïëàíøàðåëÿ äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ÷òî,A3û (ξ) ∈ L2 (R;H), ξ3û (ξ) ∈ L2 (R;H),
ãäå û (ξ) åñòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè u (t).

Òàê êàê ∥∥A3û (ξ)
∥∥
L2(R;H)

=
∥∥∥A3 (iξ +A)−1 (iξ −A)−2 f̂ (ξ)

∥∥∥
L2(R;H)

≤

≤ sup
ξ∈R

∥∥∥A3 (iξ +A)−1 (iξ −A)−2
∥∥∥
L2(R;H)

∥∥∥f̂ (ξ)∥∥∥
L2(R;H)

(1)

è ïî ñïåêòðàëüíîé òåîðåìå äëÿ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ ïðè ëþáîì ξ ∈ R èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî ∥∥∥A3 (iξ +A)−1 (iξ −A)−2 f̂ (ξ)

∥∥∥ =
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= sup
µ∈σ(A)

∣∣∣µ3 (iξ + µ)−1 (iξ − µ)−2
∣∣∣ ,

òî èç íåðàâåíñòâà (1) ñëåäóåò, ÷òî A3û (ξ) ∈ L2 (R;H). Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî .
Ñëåäîâàòåëüíî, u (t) ∈W 3

2 (R;H). Òàê êàê ïî òåîðåìå î ïðîìåæóòî÷íûõ ïðîèçâîäíûõ

‖P0 (d/dt : A)u‖L2(R;H) ≤ const ‖u‖W 3
2 (R;H) ,

òî èç òåîðåìû Áàíàõà îá îáðàòíîì îïåðàòîðå ñëåäóåò, ÷òî

‖u‖W 3
2 (R;H) ≤ ‖P0 (d/dt : A)u‖L2(R;H) .

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Èç ýòîé òåîðåìû è òåîðåìû î ïðîìåæóòî÷íûõ ïðîèçâîäíûõ [1]. Ñëåäóåò, ÷òî êî-

íå÷íû íîðìû

Nj (R) = sup
06=u∈W 3

2 (R;H)

∥∥∥A3−ju(j)
∥∥∥
L2(R;H)

‖P0 (d/dt : A)u‖−1
L2(R;H)

, j = 1, 2 (2)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷íûõ çíà÷åíèé Nj (R) ñïåðâà äîêàæåì ñëåäóþùóþ âàæíóþ òåî-
ðåìó

Òåîðåìà 2. Ïóñòü. Òîãäà ïîëèíîìèàëüíûå îïåðàòîðíûå ïó÷êè

Sj (λ;β;A) = P0 (λ;A)P0 (−λ;A)− β (iλ)2j A6−2j , j = 1, 2

ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå

Sj (λ;β;A) = Tj (λ;β;A)Tj (−λ;β;A) (3)

ïðè÷åì

Tj (λ;β;A) =
3∏
l=1

(λE − ωjl (β)A) , Reωjl (β) < 0, l = 1, 3, j = 1, 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü µ ∈ τ (A), ãäå τ (A) åñòü ñïåêòð îïåðàòîðà A. Òîãäà ÷èñ-
ëîâîé ïîëèíîì Sj (λ;β;A) ïðè β ∈ [0, 27/4) è íå èìååò êîðåíü èç ìíèìîé îñè. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïðè λ = iξ, ξ ∈ R.

Sj (iξ;β;µ) =
(
ξ2 + µ2

)3 − βξ2jµ6−2j =
=
(
ξ2 + µ2

)3(
1− β ξ2jµ6−2j

(ξ2 + µ2)3

)
=

=
(
ξ2 + µ2

)31− β (ξ/µ)2j(
1 + (ξ/µ)2

)3
 ≥
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≥
(
ξ2 + µ2

)3(
1− β sup

τ>0

τ2j

(1 + τ2)3

)
≥

(τ = ξ/µ).

Èç âèäà Sj (λ;β;A) âèäíî, ÷òî îí èìååò òðè êîðíåé èç ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè è òðè
êîðíåé èç ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè. Òîãäà îáîçíà÷èì ÷åðåç

Tj (λ;β;µ) =
3∏
l=1

(λE − ωjl (β)µ) , Reωjl (β) < 0, l = 1, 3, j = 1, 2.

Òàê êàê êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà Sj (λ;β;µ) äåéñòâèòåëüíû è Sj (λ;β;A) =
Sj (−λ;β;A), òî êîðíè Sj (λ;β;µ) ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî äåéñòâèòåëüíîé îñè è
íà÷àëî êîîðäèíàò. Ïîýòîìó ïðè β ∈ [0, 27/4)

Sj (λ;β;µ) = Tj (λ;β;µ)Tj (−λ;β;µ) . (4)

Äàëåå, èñïîëüçóÿ ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà A èç ðàâåíñòâà (4) ïîëó÷àåì
âåðíîñòü ðàâåíñòâà (3).
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè ëþáîì ε > 0 ìîæíî íàéòè ξ0 òàêîå, ÷òî
Sj (iξ0;β + ε;µ) < 0. Äåéñòâèòåëüíî, äîñòàòî÷íî âçÿòü ξ0 =

1√
2
µ, ïðè j = 1 è ξ0 =

√
2µ

ïðè j = 2. Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (3) äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ âàæíàÿ
Òåîðåìà 3. Ïðè β ∈ [0, 27/4) è u ∈W 3

2 (R;H) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

‖Tj (d/dt;β;A)u‖2L2(R+;H) = ‖P0 (d/dt;A)u‖2L2(R+;H) − β
∥∥∥A3−ju(j)

∥∥∥2
L2(R+;H)

, j = 1, 2.

(5)
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê D (R;H) ïëîòíî â W 3

2 (R;H) ðàâåíñòâî (4) äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü äëÿ ôóíêöèé èç D (R;H). Ïóñòü u ∈ D (R;H). Òîãäà èç òåîðåìû Ïëàíøàðå-
ëÿ ïîëó÷àåì, ÷òî

‖Tj (d/dt;β;A)u‖2L2(R+;H) = ‖Tj (iξ;β;A) û (ξ)‖
2
L2(R+;H) =

= (Tj (iξ;β;A) û (ξ) , Tj (iξ;β;A) û (ξ))L2(R+;H) =

= (Tj (iξ;β;A)Tj (−iξ;β;A) û (ξ) , û (ξ))L2(R+;H) =

= (Sj (iξ;β;A) û (ξ) , û (ξ))L2(R+;H) =

=
(
P0 (iξ;β;A)P0 (−iξ;β;A) û (ξ)− βξ2jA6−2j û (ξ) , û (ξ)

)
=
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= ‖P0 (iξ;β;A) û (ξ)‖2L2(R;H) − β
∥∥A3−j û (ξ)

∥∥2
L2(R;H)

=

= ‖P0 (d/dt;β;A) û (ξ)‖2L2(R;H) − β
∥∥A3−j û (ξ)

∥∥2
L2(R;H)

.

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè òîò ôàêò, ÷òî

Tj (λ;β;µ) = λ3E + a2j (β)λ
2A+ a1j (β)λA+A3,

ïðè÷åì ÷èñëà a2j (β) è a1j (β) äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ïîñêîëüêó êîðíè ïîëèíîìà
Sj (λ;β;µ) ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî äåéñòâè-
òåëüíîé îñè è íà÷àëî êîîðäèíàò. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåïåðü áóäåì äîêàçûâàòü îñíîâíóþ òåîðåìó

Òåîðåìà 4. Íîðìû Nj (R) îïðåäåëåííûå èç ðàâåíñòâà (2) âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì

N1 (R) = N2 (R) =
2
√
3

9
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâåíñòâà (5) ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè β ∈ [0, 27/4) è u ∈
W 3

2 (R;H) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

‖P0 (d/dt;A)u‖2L2(R+;H) ≥ β
∥∥∥A3−ju(j)

∥∥∥2
L2(R+;H)

, j = 1, 2.

Ïðè β → 27/4 îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî∥∥∥A3−ju(j)
∥∥∥2
L2(R+;H)

≤ 4

27
‖P0 (d/dt;A)u‖2L2(R+;H) ,

ò.å.

Nj (R) ≤
(

4

27

)1/2

=
2
√
3

9
, j = 1, 2. (6)

Äîêàæåì, ÷òî ýòè íåðàâåíñòâà òî÷íû, ò.å. Nj (R) = 2
√
3

9 . Ñ ýòîé öåëüþ ïðè ëþáîì
ε > 0 ïîñòðîèì âåêòîð-ôóíêöèþ uε (t) ∈W 3

2 (R;H), òàêîå ÷òî

K (uε) = ‖P0 (d/dt;A)uε‖2L2(R+;H) −
(
27

4
+ ε

)∥∥∥A3−ju
(j)
ε

∥∥∥2
L2(R+;H)

< 0. (7)

Áóäåì èñêàòü uε (t) â âèäå uε (t) = gε (t)ϕε, ãäå gε (t) ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ èçW
3
2 (R;H),

à ϕε íåêîòîðûé âåêòîð èç D
(
A6
)
, ïðè÷åì ‖ϕε‖ = 1. Ñïåðâà èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ïëàí-

øàðåëÿ íåðàâåíñòâî (8) íàïèøåì â ýòîì ñëó÷àå â ýêâèâàëåíòíîì ôîðìå

K (uε) = ‖P0 (iξ;A) ĝε (ξ)ϕε‖2 −
(
27

4
+ ε

)∥∥A3−jξj ĝε (ξ)ϕε

∥∥2 =
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∫ ∞
−∞

((P0 (iξ;A)P0 (−iξ;A)ϕε, ϕε) |ĝε (ξ)|2−

−
(
27

4
+ ε

)
ξ2j
(
A6−2jϕε , ϕε

)
|ĝ (ξ)|2

)
dξ =

=

∫ +∞

−∞

(
Sj

(
iξ,

27

4
+ ε,A

)
ϕε, ϕε

)
|ĝε (ξ)|2 dξ. (8)

Åñëè A èìååò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå µ, òî ñ÷èòàÿ ÷òî Aϕε = µϕεè |ϕε| = 1 ïîëó÷àåì,
÷òî

(
Sj
(
iξ, 274 + ε,A

)
ϕε, ϕε

)
= Sj

(
iξ, 274 + ε, µε

)
< 0, ïðè íåêîòîðîì ξ. Åñëè A èìå-

åò íåïðåðûâíûé ñïåêòð µ, òî äëÿ ëþáîãî δ > 0 ìîæíî íàéòè âåêòîð ϕε(‖ϕδ‖ = 1),
òàêîå ÷òî Amϕδ + 0 (1, δ) , m = 1, 2.... Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì
δ > 0 ìîæíî äîáèâàòüñÿ, ÷òî Sj

(
iξ, 274 + ε, µε

)
< 0 ïðè íåêîòîðîì ξ. Òàê êàê ôóíê-

öèÿ Sj
(
iξ, 274 + ε, µε

)
íåïðåðûâíî ïî ξ òî ìîæíî íàéòè èíòåðâàë (ξ1, ξ2) òàêîé, ÷òî

Sj
(
iξ, 274 + ε, µε

)
< 0 ïðè ξ ∈ (ξ1, ξ2). Òåïåðü ïîäáåðåì ĝε (ξ) òàêèì îáðàçîì, ÷òî îí

èìååò íîñèòåëü â èíòåðâàëå (ξ1, ξ2), áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà â R. Òîãäà èç (8)
ñëåäóåò, ÷òî

K (uε) =

∫ ξ2

ξ1

(
Sj

(
iξ,

27

4
+ ε,A

)
ϕε, ϕε

)
|ĝε (ξ)|2 dξ < 0.

Äàëåå, ïîëàãàÿ

gε (t) =
1√
2π

∫ ξ2

ξ1

ĝε (ξ) e
iξt

ìû ïîëó÷àåì, ÷òî K (uε (t)) = K (gε (t)ϕε) < 0. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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