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Ðÿäîâ ñ Êîíå÷íûì Ðàäèóñîì Ñõîäèìîñòè

Í.Ì. Ñóëåéìàíîâ , Ä.Å. Ôàðàäæëè

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå óñòàíàâëèâàþòñÿ îöåíêè òèïà Âèìàíà-Âàëèðîíà äëÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ

ñ êîíå÷íûì ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè. Ïðè÷åì èñêëþ÷èòåëüíûå ìíîæåñòâà îõàðàêòåðèçîâàíû â

òåðìèíàõ ëîãàðèôìè÷åñêîé ìåðû. Êðîìå òîãî áûëè ðàñøèðåíû êëàññû ôóíêöèé ϕ (y), ÷åðåç
êîòîðûå âûðàæàþòñÿ îöåíêè òèïà Âèìàíà-Âàëèðîíà-Êîâàðè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îöåíêè òèïà Âèìàíà-Âàëèðîíà, ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ìåðà, e -ïëîòíîñòü,

èñêëþ÷èòåëüíîå ìíîæåñòâà, ìåðà Ëåáåãà.

1. Ââåäåíèå

Ïóñòü

f (z) =
∑
n≥0

anz
n (1)

-öåëàÿ ôóíêöèÿ,

M (r) = max |f (z)| , µ (r) = max
n
|an| rn

-ìàêñèìóì ìîäóëÿ è ìàêñèìàëüíûé ÷ëåí ôóíêöèè f (z) â êðóãå |z| ≤ r. Èçâåñòíî, ÷òî
M (r)→∞ , µ (r)→∞ ïðè r →∞ , è âñåãäà µ (r) ≤M (r). Î÷åíü âàæíî â ïðèëîæå-
íèÿõ ïîëó÷èòü îöåíêó M (r) ñâåðõó ÷åðåç µ (r), ò.å. íàéòè ôóíêöèþ ψ (y) > 0, y > 0
(èëè êëàññ òàêèõ ôóíêöèé), ñ ïîìîùüþ êîòîðîé âûïîëíÿëîñü áû (â îïðåäåëåííîì
ñìûñëå) íåðàâåíñòâî òèïà

M (r) ≤ ψ (µ (r)) . (2)

Ïåðâûé òàêîé ðåçóëüòàò, ñòàâøèé â ïîñëåäñòâèè êëàññè÷åñêèì, áûë óñòàíîâëåí â
íà÷àëå ïðîøëîãî âåêà Âèìàíîì [1] è Âàëèðîíîì [2]. Èõ ðåçóëüòàò òàêîâ: ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî âèäà

M (r) ≤ µ (r) (logµ (r))
1
2
+ε , ε > 0. (3)

http://journalcam.com 62 c© 2011 JCAM All rights reserved.



Ïðè÷åì ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ âíå, âîçìîæíî, íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà Er ⊂
(0,∞) (èñêëþ÷èòåëüíîå ìíîæåñòâî) êîíå÷íîé ëîãàðèôìè÷åñêîé ìåðû,

∫
Er

dr
r <∞. Â

îáùèõ ñèòóàöèÿõ âñå ïàðàìåòðû â (3) (÷èñëî ε, ñîìíîæèòåëü logµ (r), ìíîæåñòâî Er)
ïðèñóòñòâóþò ïî-ñóùåñòâó. Îäíàêî, íàïðèìåð, äëÿ öåëûõ ôóíêöèé êîíå÷íîãî ïîðÿäêà
íåðàâåíñòâî (3) ìîæåò áûòü çàìåíåíî áîëåå ïðîñòûì è òî÷íûì íåðàâåíñòâîì (ìîæíî
óáðàòü ε)

M (r) ≤ µ (r)
√
logµ (r).

(Íàïîìíèì, ÷òî ïîðÿäêîì öåëîé ôóíêöèè f (z)íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ρ = lim
r→∞

ln lnM(r)
ln r .)

Â 1963 ãîäó àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê Ðîçåíáëþì [3] óñòàíîâèë ñëåäóþùèé áîëåå îá-
ùèé è áîëåå òî÷íûé ðåçóëüòàò:

Ïóñòü ϕ (y) > 0, y > 0-íåïðåðûâíàÿ âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿ-
åòñÿ óñëîâèå ∫ ∞(∫ y

ϕ (t) dt

)− 1
2

dy <∞. (4)

Òîãäà äëÿ ëþáîãî r0 ñóùåñòâóåò r > r0 òàêîå, ÷òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà âèäà

M (r) ≤ µ (r)
√
ϕ (logM (r)). (5)

Ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ôóíêöèþ ϕ (y) íåðàâåíñòâî (5) âû-
ïîëíÿåòñÿ âíå íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà êîíå÷íîé ëîãàðèôìè÷åñêîé ìåðû. Ïðè ýòîì â
ðàáîòå Ðîçåíáëþìà îñòàâàëèñü íåðåøåííûìè âîïðîñû: íàñêîëüêî íåîáõîäèìî óñëîâèå
(4) äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè ðåçóëüòàòà (5)? â êàêèõ òåðìèíàõ ðàçìåðà ìîæíî (è íóæíî)
îõàðàêòåðèçîâàòü èñêëþ÷èòåëüíûå ìíîæåñòâà (â òåðìèíàõ ìåðû Ëåáåãà, â òåðìèíàõ
ïëîòíîñòè èëè åìêîñòè, â òåðìèíàõ ëîãàðèôìè÷åñêîé ìåðû èëè åùå äðóãèõ êîíöåïöèé
ðàçìåðà?). Îòìåòèì ñðàçó, ÷òî íåêîòîðûå èç ýòèõ âîïðîñîâ áûëè ðåøåíû â ðàáîòàõ
àâòîðà (ñì. [4-6]).

Â ðàáîòå Êîâàðè [7] èñïîëüçóÿ ìåòîä ðàáîòû Ðîçåíáëþìà áûëè óñòàíîâëåíû àíà-
ëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ ñ êîíå÷íûì ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè, ãäå ðàç-
ìåðû èñêëþ÷èòåëüíûõ ìíîæåñòâ áûëè îõàðàêòåðèçîâàíû â òåðìèíàõ, òàê íàçûâàåìîé
"l-ïëîòíîñòè". Ïðè ýòîì l-ïëîòíîñòüþ ìíîæåñòâà Er ⊂ (0, 1) íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå
âèäà

dl (Er) = lim
x→0

1

log
(

1
−x

) ∫
E

⋂
(−1,x)

dx

−x
,

ãäå ìíîæåñòâî Er îòîáðàæàåòñÿ ôóíêöèåé x = log r íà ïîäìíîæåñòâî E ⊂ (−∞, 0), à
÷èñëî, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé

l (Er) =

∫
E

⋂
(−1,0)

dx

−x
,

íàçûâàåòñÿ l-ìåðîé ìíîæåñòâà Er ⊂ (0, 1).
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Ïðèâîäèì îñíîâíîé ðåçóëüòàò Êîâàðè. Ïóñòü ψ1 (y) è ψ2 (y)-ïîëîæèòåëüíûå, âîç-
ðàñòàþùèå ôóíêöèè òàêèå, ÷òî∫ dy
ψj(y)

<∞, 1 ≤ ψj(y)
y →∞, y →∞ è ψ (y) = ψ2 (ψ1 (y)).

Òîãäà äëÿ ñòåïåííîãî ðÿäà (1) ñ ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè, ðàâíûì åäèíèöå, ñïðàâåäëèâà
ñëåäóþùàÿ îöåíêà òèïà Ðîçåíáëþìà:

M (r) ≤ µ (r)

1− r
√
ψ (logM (r)). (6)

Â ðàáîòàõ àâòîðà (ñì. [4,5]) áûëà ïîñòðîåíà òåîðèÿ îöåíîê òèïà Âèìàíà-Âàëèðîíà
äëÿ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå óñòàíàâëèâàþòñÿ áîëåå îáùèå îöåíêè òèïà Âèìàíà-Âàëèðîíà
äëÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ ñ êîíå÷íûì ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè, â êîòîðûõ èñêëþ÷èòåëüíûå
ìíîæåñòâà îõàðàêòåðèçîâàíû â òåðìèíàõ ëîãàðèôìè÷åñêîé ìåðû èëè ìåðû Ëåáåãà.

Ðàññìîòðèì ñòåïåííîé ðÿä (1) ñ ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè, ðàâíûì åäèíèöå. Ñëåäóþ-
ùàÿ Ëåììà äîêàçàíà â ðàáîòå àâòîðà [4 ñòð. 67]:

Ëåììà. Ïóñòü ϕ (y) > 0, y > 0-óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (4). Ïóñòü g ∈ C2 (0,∞)
-ïîëîæèòåëüíàÿ, âûïóêëàÿ, âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, g (0) ≥ 1 è

E =
{
t > 0, g′′ (t) > ϕ (g (t))

}
. (7)

Òîãäà mesE <∞. Ñëåäîâàòåëüíî, âíå E, mesE < +∞, âåðíî íåðàâåíñòâî

g′′ (t) ≤ ϕ (g (t)) . (8)

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå óñòàíîâëåíà îöåíêà èñêëþ÷èòåëüíîãî ìíîæåñòâà âáëèçè íó-
ëÿ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî íåðàâåíñòâà â ñîñòàâå ìíîæåñòâà e â (10).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕ (y) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (4). Ïóñòü g ∈ C2 (0, 1)-
âûïóêëàÿ (âíèç) óáèâàþùàÿ ôóíêöèÿ, g (1) ≥ 1.

Òîãäà ìíîæåñòâî

e =
{
t ∈ (0, 1] : g′′ (t) > t−αϕ

(
t−βg (t)

)}
, α, β ≥ 0, (9)

èìååò êîíå÷íóþ ëîãàðèôìè÷åñêóþ ìåðó,
∫
e
dt
t <∞.

Ñëåäñòâèå. Âíå ìíîæåñòâà e êîíå÷íîé ëîãàðèôìè÷åñêèé ìåðû ñïðàâåäëèâî äèô-
ôåðåíöèàëüíîå íåðàâåíñòâî

g′′ (t) ≤ t−α
(
t−βg (t)

)
. (10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì íîâûå ôóíêöèè:

G (t) = t−βg (t) , t = e−τ , H (τ) = G
(
e−τ
)
.
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Èìååì:

H ′ (τ) = −e−τG′
(
e−τ
)
,

H ′′ (τ) = e−τG′
(
e−τ
)
+ e−2τG′′

(
e−τ
)
= tG′ (t) + t2G′′ (t) . (11)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååì:

G′ (t) = −βt−β−1g (t) + t−βg′ (t) ;

G′′ (t) = β (β + 1) t−β−2g (t)− 2βt−β−1g′ (t) + t−βg′′ (t) .

Òîãäà èç (11) ïîëó÷èì:

H ′′ (τ) = β2t−βg (t) + (1− 2β) t−1−βg′ (t) + t2−βg′′ (t) . (12)

Âûáåðåì β ≥ 1
2 . Òîãäà (1− 2β) g′ > 0 (g-óáûâàåò).

Ñëåäîâàòåëüíî, èç (12) ïîëó÷èì:

H ′′ (τ) ≥ β2t−βg (t) + t2−βg′′ (t) . (13)

(ïðè β = 1
2 ïîëó÷àåòñÿ òî÷íîå ðàâåíñòâî).

(Çàìå÷àíèå. Â îáùåé ñèòóàöèè ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøå-
íèå

β2t−βg (t) + t2−βg′′ (t) > (2β − 1) t1−βg′ (t) (∗)

êîòîðîå âñåãäà âåðíî ïðè β = 1
2 .)

Òîãäà èç (12) ïîëó÷èì:

g′′ (t) ≤ tβ−2H ′′ (τ)− β2t−2g (t) = e(2−β)τH ′′ (τ)− β2e2τg (t) . (14)

Òàê êàê

g (t) = tβG (t) = e−βτG
(
l−τ
)
= e−βτH (τ) ,

òî èç (14) èìååì:

g′′ (t) ≤ e(2−β)τ
[
H ′′ (τ)− β2H (r)

]
. (15)

Òîãäà íåðàâåíñòâî â ñîñòàâå ìíîæåñòâà e â (9) ïðèìåò âèä:

e(2−β)τ
[
H ′′ (τ)− β2H (τ)

]
> t−2ϕ

(
t−βg (t)

)
= eατϕ (H (τ)) .

Îòñþäà (âûáèðàÿ α+ β = 2) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

H ′′ (τ) > β2H (τ) + ϕ (H (τ)) . (16)
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Òîãäà, â ñèëó ëåììû, ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî E, íà êîòîðîì âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
(16), èìååò êîíå÷íóþ ìåðó. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî e, íà êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî (9), èìååò êîíå÷íóþ ëîãàðèôìè÷åñêóþ ìåðó (ôóíêöèåé t = exp (−τ) ìíî-
æåñòâî E îòîáðàæàåòñÿ íà ìíîæåñòâî e è îáðàòíî). Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñòàòüè çàêëþ÷åí â ñëåäóþùåé òåîðåìå, ãäå óñòàíîâëåíà îöåíêà
ôóíêöèè M(r) ñâåðõó ÷åðåç ôóíêöèþ µ(r), äëÿ êëàññà ôóíêöèé ϕ(y) óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ óñëîâèþ (4).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ðÿä (1) èìååò ðàäèóñ ñõîäèìîñòè, ðàâíûé åäèíèöå è an ≥ 0∀n.
Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕ (y) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Ëåììû. Òîãäà âíå, âîçìîæíî, íåêîòîðî-
ãî ìíîæåñòâà êîíå÷íîé ëîãàðèôìè÷åñêîé ìåðû ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà òèïà
Âèìàíà-Âàëèðîíà:

M (r)√
ϕ
(
(1− r)−β logM (r)

) ≤ c µ (r)

(1− r)α
. (17)

(Ïðèìå÷àíèå. Çäåñü è â äàëüíåéøåì ñ îçíà÷àåò àáñîëþòíóþ ïîñòîÿííóþ, íî íå
âñåãäà îäèíàêîâóþ.)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì

F (t) = f
(
et
)
=
∑
n≥0

ane
−nt, F (0) =∞, F (1) <∞.

Îáîçíà÷èì g (t) = lnF (t). Ñëåäóÿ ìåòîäó ðàáîòû Ðîçåíáëþìà ñâÿæåì ñ ôóíêöèåé
F (t) ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ, çíà÷åíèÿìè êîòîðîé ñëóæèò ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë, ñ ôîðìóëîé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé (çàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðà t)

pn = P (ξ = n) = ane
−nt/F (t) .

Âû÷èñëèâ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèåMξ è äèñïåðñèþ Dξ íàõîäèìMξ = −g′ (t), Dξ =
g′′ (t).

Â ñèëó íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà P (|ξ −Mξ| > ε) ≤ ε−2Dξ. Âûáðàâ ε = c
√
Dξ, c =

const > 1, èìååì:

1− 1

c2
≤ P

(∣∣ξ + g′
∣∣ ≤ ε) = 1

F (t)

∑
n≥0

ane
−nt ≤

µ
(
e−t
)

F (t)

∑
n∈I

1, (18)

ãäå I =
{
n : |n+ g′ (t)| ≤ c

√
Dξ
}
. Îáîçíà÷èì P (g′, g′′) =

∑
n∈I 1, h = −g′, òîãäà I =

{n : |n− h| ≤ ε}.
Òàêèì îáðàçîì, èç (18) ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî âèäà

F (t) ≤ cµ
(
e−t
)
P
(
g′, g′′

)
. (19)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N (λ) -êîëè÷åñòâî òåõ n , äëÿ êîòîðûõ n ≤ λ. Òîãäà ïîëó÷èì:
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P
(
g′, g′′

)
=

∑
n≤h+c

√
g′′

1−
∑

n≤h−c
√
g′′

1 = N
(
h+ c

√
g′′
)
−N

(
h− c

√
g′′
)
.

Ýòà ðàçíîñòü îïðåäåëÿåò êîëè÷åñòâî òåõ n , êîòîðûå çàêëþ÷åíû â èíòåðâàëå(
h− c

√
g′′, h+ c

√
g′′
)
, êîòîðîå íå áîëüøå, ÷åì äëèíà äàííîãî èíòåðâàëà, ò.å. 2c

√
g′′

. Ñëåäîâàòåëüíî, èç (19) èìååì

F (t) ≤ 2cµ
(
e−t
)√

g′′ (t). (20)

Â ñèëó òåîðåìû 1 âíå ìíîæåñòâà e,
∫
e
dt
t <∞, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (10). Òîãäà âíå

ìíîæåñòâà e èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî âèäà

F (t) ≤ cµ
(
e−t
)
t−

α
2

√
ϕ (t−βg (t)). (21)

Ïîëîæèì çäåñü r = e−t. Òàê êàê

F

(
log

1

r

)
= f (r) =

∑
anr

n =M (r) = max
|z|≤r
|f (z)| ,

g

(
log

1

r

)
= logF

(
log

1

r

)
= logM (r) ,

log
1

r
∼ 1− r, r → 1,

òî èç (21) ïîëó÷èì:

M (r) ≤ cµ (r)
(
log

1

r

)−α√√√√ϕ

((
log

1

r

)−β
logM (r)

)
=

= c
µ (r)

(1− r)α

√
ϕ
(
(1− r)−β logM (r)

)
. (22)

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïóñòü ϕ (y) = yk (k > 1). Òîãäà èç (22) ïîëó÷èì îöåíêó âèäà

M (r)

[logM (r)]k/2
≤ c µ (r)

(1− r)γ
, γ = α+

kβ

2
.

Îáîçíà÷èì µ̃ (r) = c µ(r)
(1−r)γ . Òîãäà ïîñëåäíÿÿ îöåíêà ýêâèâàëåíòíà îöåíêå

M (r) ≤ µ̃ (r) (log µ̃ (r))k/2 .

Ïðè k = 1 + 2ε ïîëó÷èì òî÷íóþ ôîðìó îöåíêè Âèìàíà-Âàëèðîíà, ñ çàìåíîé µ (r) íà
µ̃. Â ÷àñòíîñòè, ïðè γ = 1 ïîëó÷èì îöåíêó Êîâàðè, íî ñ èñêëþ÷èòåëüíîì ìíîæåñòâîì
êîíå÷íîé ëîãàðèôìè÷åñêîé ìåðû. Êðîìå ýòîãî â îöåíêàõ (22) âûáîð êëàññà ôóíêöèé
ϕ (y) (â îòëè÷èå îò ðàáîòû Êîâàðè) ñðàâíèòåëüíî øèðå.
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