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Èíòåãðèðîâàíèå Áåñêîíå÷íûõ Öåïî÷åê â Êëàññå

Âïîëíå Íåïðåðûâíûõ Îïåðàòîðîâ

Ã.Ì.Ìàñìàëèåâ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðûå îáîáøåíèå öåïî÷åê Òîäû è Âîëüòåððà Èçó÷åíà áåñ-

êîíå÷íûõ öåïî÷åê â êëàññå âïîëíå íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ è â òîì ÷èñëå â êëàññå îïåðàòîðîâ

Ãèëüáåðòà-Øìèäòà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à, âïîëíå íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ , îïåðàòîðû

Ãèëüáåðòà-Øìèäòà.

1. Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó
ȧn = α

2 an(bn − bn+1) +
β
2an(a

2
n−1 − a2n+1 + b2n − b2n+1),

ḃn = α(a2n−1 − a2n) + β
[
a2n−1(bn−1 + bn)− a2n(bn + bn+1)

]
,

a−1 = 0, n = 0, 1, 2, ...; · = d
dt ,

(1)

an(0) = ãn > 0, bn(0) = b̃n, n = 0, 1, 2 ..., (2)

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãn, b̃n óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

ãn, b̃n ∈ `2 [0,∞) .

Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì öåïî÷êè Òîäû (ïðè α =
1, β = 0) è öåïî÷êè Âîëüòåððà (ïðè α = 0, β = 1, bn ≡ 0). Äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàñ-
ñîâ íà÷àëüíûõ äàííûõ çàäà÷à Êîøè äëÿ öåïî÷åê Òîäû è Âîëüòåððà èññëåäîâàëàñü â
ðàáîòàõ ìíîãèõ àâòîðîâ (ñì. [1]− [3] è èìåþùèåñÿ òàì ëèòåðàòóðó).

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ öåïî÷êè (1) â êëàññå âïîëíå íåïðåðûâíûõ
îïåðàòîðîâ è â òîì ÷èñëå â êëàññå îïåðàòîðîâ Ãèëüáåðòà-Øìèäòà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
àññîöèèðîâàííûé ñ öåïî÷êîé (1) ðàçíîñòíûé îïåðàòîð

(L (t) y)n = an−1yn−1 + bnyn + anyn+1, n = 0, 1, ..., y−1 = 0
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ÿâëÿåòñÿ âïîëíå íåïðåðûâíûì èëè æå îïåðàòîðîì Ãèëüáåðòà-Øìèäòà â ïðîñòðàíñòâå
`2 [0,∞).

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå x(t) = (an(t), bn(t))
∞
n=0 çàäà÷è (1), (2), óäîâëåòâîðÿþùåå

ïðè ëþáîì T > 0 óñëîâèþ

‖x(t)‖C([0, T ]; `2[0,∞)) <∞. (3)

Ââîäèì òàêæå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé c0 x = (xn)
∞
n=0, ñõîäÿùèõ-

ñÿ ê íóëþ, ñ íîðìîé ‖x‖ = max
n≥0
|xn|. Òîãäà C ([0, T ] ; c0) ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàí-

ñòâîì íà îòðåçêå [0, T ] ôóíêöèé x(t) ñî çíà÷åíèÿìè â c0 îòíîñèòåëüíî íîðìû

‖x(t)‖C([0, T ]; c0)
= max

0≤t≤T
‖x(t)‖c0 .

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ðåøåíèå x(t) = (an(t), bn(t))
∞
n=0 çàäà÷è (1), (2) òàêæå â êëàññå

‖x(t)‖C([0, T ]; c0)
<∞. (4)

Òåîðåìà 1. Ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî â êëàññå (3), åñëè
ãn, b̃n ∈ `2 [0,∞).

Òåîðåìà 2. Ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî â êëàññå (4), åñëè

ãn → 0, b̃n → 0 ïðè n→∞.

2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì

Çàìåòèì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî åñëè an = an (t) , bn = bn (t)óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå (1),
òî ñåìåéñòâî ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ L(t) ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíî ýêâèâàëåíòíûì,
ò.å. ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ, U(t) óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

U(0) = E,
L(t) = U−1(t)L(0)U(t),

(5)

ãäå E - åäèíè÷íûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå `2 [0,∞).

Ëåììà. Åñëè óíèòàðíî ýêâèâàëåíòíûé îïåðàòîð L(t) åñòü îïåðàòîð Ãèëüáåðòà-

Øìèäòà òî åãî íîðìà ‖L(t)‖2 Ãèëüáåðòà �Øìèäòà ïîñòîÿííà îòíîñèòåëüíî t:

‖L(t)‖2 = ‖L(0)‖2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îïåðàòîð L(t) óíèòàðíî ýêâèâàëåíòåí è ñëóæèò îïåðàòîð
Ãèëüáåðòà-Øìèäòà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâåH. Ïóñòü {eα} - îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ ïðîñòðàíñòâà H. Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

‖L(t)‖2
2
=
∑
α

‖L(t)eα‖2 .
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Ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè (5) íàéäåì, ÷òî

‖L(t)‖2
2
=
∑

α

(
U−1(t)L(0)U(t)eα, U

−1(t)L(0)U(t)eα
)
=

=
∑

α (L(0)U(t)eα, L(0)U(t)eα ) =
∑

α ‖L(0)U(t)eα‖2 = ‖L(0)‖22 ,

ãäå ìû ó÷ëè, ÷òî
(
U−1x, U−1x

)
= (x, x) äëÿ ëþáûõ x ∈ H è ñèñòåìà {u(t)eα} ÿâëÿåòñÿ

îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì.
Ëåììà äîêàçàíà.
Äîêàæåì òåîðåìó 1. Ïîëàãàÿ x(t) = (an(t), bn(t))

∞
n=0 ñâîäèì çàäà÷ó (1), (2) ê óðàâ-

íåíèþ âèäà

x(t) = x(0) +

∫ t

0
F (x(τ)) dτ,

ãäå F - îïåðàòîð, ïîðîæäåííûé â C ([0, T ] ; `2 [0,∞)) ïðàâîé ÷àñòüþ ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé (1). Ïðè ýòîì ÿñíî ÷òî îïåðàòîð F íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåì îòîáðàæàåò
ïðîñòðàíñòâî C ([0, T ] ; `2 [0,∞)) â ñåáÿ. Ïðèìåíèâ ïðèíöèï ñæàòûõ îòîáðàæåíèé èëè
æå ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, óñòàíàâëèâàåì, ÷òî â íåêîòîðîì ñåãìåíòå
[0, δ] çàäà÷à (1), (2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x(t) = (an(t), bn(t))

∞
n=0 ñ êîíå÷íîé

íîðìû ‖x(t)‖C([0, T ]; `2[0,∞)) <∞.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

‖x(t)‖`2[0,∞) ≤ ‖L(t)‖2 ,

ãäå ‖·‖2ÿâëÿåòñÿ íîðìîé Ãèëüáåðòà-Øìèäòà. Ïîëüçóÿñü òåïåðü ëåììîé, íàõîäèì, ÷òî

‖x(t)‖`2[0,∞) ≤ ‖L(0)‖2 ,

ñîãëàñíî êîòîðîìó ðåøåíèå x(t) = (an(t), bn(t))
∞
n=0 ïðîäîëæèìî íà âñþ ïîëîæèòåëü-

íóþ ïîëóîñü. Òåì ñàìûì òåîðåìà 1 äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Èç ñõåìû äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) ïðè

ëþáîì îáëàäàåò ñâîéñòâîì

∞∑
n=0

{
2a2n(t) + b2n(t)

}
=
∞∑
n=0

{
2a2n(0) + b2n(0)

}
.

Äàëåå, ñëåäóÿ ñîîòâåòñòâóþùèì ðàññóæäåíèÿì èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1, óñòà-
íàâëèâàåì, ÷òî â íåêîòîðîì ñåãìåíòå [0, δ] ñóùåñòâóåò ðåøåíèå x(t) = (an(t), bn(t))

∞
n=0

çàäà÷è (1), (2), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

‖x(t)‖C([0, δ]; c0)
<∞.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååì

‖x(t)‖c0 ≤ ‖L(t)‖ = ‖L(0)‖ ,

ãäå ìû ó÷ëè, ÷òî ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ L(t) óíèòàðíî ýêâèâàëåíòíî. Êàê ÿâñòâóåò èç
ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà, ðåøåíèå x(t) ïðîäîëæèìî íà âñþ ïîëîæèòåëüíóþ ïîëóîñü.
Ýòèì æå çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.
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