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Ïðèíöèï Ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà äëÿ Çàäà÷ Îïòè-

ìàëüíîãî Óïðàâëåíèÿ ñ Íåëîêàëüíûìè Êðàåâûìè

Óñëîâèÿìè

Ô.Ì. Çåéíàëëû

Àííîòàöèÿ. Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, â êîòîðîé ñî-

ñòîÿíèå óïðàâëÿåìîãî îáúåêòà îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ ñ íåëîêàëüíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Ñíà÷àëà èññëåäóåìàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ïðè-

âîäèòñÿ ê ýêâèâàëåíòíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ è ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ñæàòûõ îòîáðà-

æåíèé äîêàçàíà ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è ïðè êàæäîì ôèê-

ñèðîâàííîì äîïóñòèìîì óïðàâëåíèé. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïðèðàùåíèé äîêàçûâàþòñÿ ïðèíöèï

ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåëîêàëüíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à, çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, íåîáõî-

äèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè, Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà.

1. Ââåäåíèå

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå öåëîãî ðÿäà ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ ÷àñòî ïðèâîäèò ê
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ñ íåëîêàëüíûìè óñëîâèÿìè [1-3]. Ïðè ýòîì ðåøåíèå
ìíîãèõ çàäà÷ ìåõàíèêè è ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ [4] ñâîäèòñÿ ê íåëîêàëüíûì êðàåâûì
çàäà÷àì. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íåëîêàëüíûå êðàåâûå çàäà÷è ìîãóò áûòü äâóõòî÷å÷-
íûìè, ìíîãîòî÷å÷íûìè, èíòåãðàëüíûìè èëè èõ ðàçëè÷íûìè ëèíåéíûìè êîìáèíàöè-
ÿìè. Íåëîêàëüíûå óñëîâèÿ â èíòåãðàëüíîé ôîðìå âîçíèêàþò òîãäà, êîãäà ãðàíèöà
ïðîòåêàíèÿ ïðîöåññà íåäîñòóïíà äëÿ èçìåðåíèÿ îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû è,
ïðè ýòîì èçâåñòíî òîëüêî èõ ñðåäíåå çíà÷åíèå [5-7].

Â ïîñëåäíèå ãîäû ïðèîáðåëè îñîáóþ àêòóàëüíîñòü çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ ñ íåëîêàëüíûìè óñëîâèÿìè. Â ðàáîòàõ [10-19] ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ
îïòèìàëüíîñòè äëÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, îïèñûâàåìûõ ñèñòåìàìè îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íåëîêàëüíûìè óñëîâèÿìè. Â ýòèõ ðàáîòàõ
íåëîêàëüíûå óñëîâèÿ, â îñíîâíîì, ñîõðàíÿþò â ñåáå äâóõòî÷å÷íûå è èíòåãðàëüíûå
êðàåâûå óñëîâèÿ.

Êîíñòðóêòèâíûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè, à òàê æå
ìåòîäû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ òàêèõ êðàåâûõ çàäà÷ èçó÷åíû â [8,9].
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåìàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ïðèâîäèòñÿ ê ýêâèâàëåíòíîìó
èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ, è äàëåå, ïðèìåíÿÿ ïðèíöèï ñæàòûõ îòîáðàæåíèé ê èí-
òåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ, äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðå-
øåíèé ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Â ðàáîòå òàêæå äîêàçûâàåòñÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà
Ïîíòðÿãèíà äëÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, îïèñûâàåìûõ îáûêíîâåííûì äèô-
ôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ñ íåëîêàëüíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Ïóñòü óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ íà ôèêñèðîâàííîì îòðåçêå âðåìåíè [0, T ] îïèñûâàåòñÿ
ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

dt
= f(t, x, u) (1)

ñ íåëîêàëüíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè

Ax (0) +

∫ T

0
m (t)x (t) dt = C, (2)

ãäå x(t) ∈ Rn; f(t, x, u)−çàäàííàÿ n-ìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ; C ∈ Rn− çàäàííûé
ïîñòîÿííûé âåêòîð; m (t) ∈ Rn×n � çàäàííàÿ ìàòðèöà, u(t)− r−ìåðíûé èçìåðèìûé
è îãðàíè÷åííûé âåêòîð óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé ñî çíà÷åíèÿìè èç çàäàííîãî íåïó-
ñòîãî, îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà U, ò.å.

u(t) ∈ U ⊂ Rr, t ∈ [0, T ] (3)

Òðåáóåòñÿ íà ðåøåíèÿõ çàäà÷è (1) - (3) ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë

J(u) = ϕ(x(0), x(T )) +

∫ T

0
F (t, x, u)dt (4)

Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè f(t, x, u), F (t, x, u) è ϕ(x, y) íåïðåðûâíû ïî ñîâî-
êóïíîñòè ñâîèõ àðãóìåíòîâ è èìåþò îãðàíè÷åííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îòíîñèòåëü-
íî x è y. Ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è (1) - (3), ñîîòâåòñòâóþùåé äîïóñòèìîìó óïðàâëåíèþ
u(t), ïîíèìàåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ x(t) : [0, T ]→ Rn.

×åðåç C([0, T ], Rn) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå
[0, T ] ñî çíà÷åíèÿìè èç ïðîñòðàíñòâà Rn. Î÷åâèäíî, òàêîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ áà-
íàõîâûì ñ íîðìîé

‖x‖C[0,T ] = max
[0,T ]
|x(t)| ,

ãäå |·|-ÿâëÿåòñÿ íîðìîé â Rn.

Äîïóñòèìûé ïðîöåññ {u(t), x(t, u)}, ÿâëÿþùèéñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1)-(4), ò.å. äî-
ñòàâëÿþùèé ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó (4) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (1)-(3), áóäåì íàçûâàòü
îïòèìàëüíûì ïðîöåññîì, à u(t)− îïòèìàëüíûì óïðàâëåíèåì.

15



3. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è (1)-(3).

Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(À1) Ïóñòü detN 6= 0, ãäå N = A+
∫ T

0 m (t) dt.

(À2) Ôóíêöèÿ f : [0, T ]×Rn ×Rn → Rn íåïðåðûâíà è ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ K ≥ 0
òàêàÿ, ÷òî

|f(t, x, u)− f(t, y, u)| ≤ K |x− y| , t ∈ [0, T ], x, y ∈ Rn, u ∈ U.

(À3) L = KTM < 1,

çäåñü M = max
0≤t,s≤T

‖M(t, s)‖ ,

M(t, s)−îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

M(t, s) =

{
N−1

(
A+

∫ t
0 m (s) ds

)
, åñëè s < t,

−N−1
∫ T
t m (s) ds, åñëè t ≤ s.

(5)

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå À1).

Ôóíêöèÿ x(·) ∈ C([0, T ], Rn) ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì ðåøåíèåì çàäà÷è

(1) - (3) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

x(t) = N−1C +

∫ T

0
M(t, s)f(s, x(s), u(s))ds, (6)

ãäå ìàòðèöà ôóíêöèè M(t, s) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (5).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ x = x(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1). Òîãäà
äëÿ t ∈ (0, T )

x(t) = x(0) +

∫ t

0
f(s, x(s), u(s))ds, (7)

ãäå x(0) ïðîèçâîëüíûé ïîñòîÿííûé âåêòîð. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ x(0) òðåáóåìàÿ ôóíêöèÿ,
îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (7), óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2)(

A+

∫ T

0
m (t) dt

)
x (0) = C −

∫ T

0
m (t)

∫ t

0
f (s, x (s) , u (s)) dsdt (8)

Òàê êàê, ñîãëàñíî óñëîâèþ (À1), detN 6= 0, òî èç ðàâåíñòâà (8) ñëåäóåò

x(0) = N−1C −N−1

∫ T

0
m (t)

∫ t

0
f (s, x (s) , u (s)) dsdt. (9)

Ó÷èòûâàÿ çíà÷åíèå x(0), îïðåäåëÿåìîãî ðàâåíñòâîì (9) â (7), èìååì

x(t) = N−1C −N−1

∫ T

0
m (t)

∫ t

0
f (s, x (s) , u (s)) dsdt+

∫ T

0
f (s, x (s) , u (s)) ds. (10)
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Äàëåå, ââåäÿ ìàòðèöó ôóíêöèè

M(t, s) =

{
N−1

(
A+

∫ t
0 m (s) ds

)
, 5A; 8 s < t,

−N−1
∫ T
t m (s) ds, 5A; 8 t ≤ s,

ðàâåíñòâî (10) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì ýêâèâàëåíòíîì âèäå

x(t) = N−1C +

∫ T

0
M(t, s)f(s, x(s), u(s))ds.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî êðàåâóþ çàäà÷ó (1) - (3) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ýêâèâà-
ëåíòíîì èíòåãðàëüíîì âèäå (6). Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ìîæíî ïîêàçàòü ÷òî, ðåøåíèå
èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (6) ÿâëÿåòñÿ è ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (1) - (3).

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ À1) - À3). Òîãäà, äëÿ ëþáîãî C ∈ Rn è

äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ êðàåâàÿ çàäà÷à (1) - (3) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ (6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü C ∈ Rn è u(·) ∈ U ôèêñèðîâàíû. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå
P : C ([0, T ], Rn)→ C ([0, T ], Rn) îïðåäåëåííîãî êàê

(Px)(t) = N−1C +

∫ T

0
M(t, s)f(s, x(s), u(s))ds (11)

Î÷åâèäíî, íåïîäâèæíûå òî÷êè îïåðàòîðà P ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà-
÷è (1)-(2). Èñïîëüçóÿ ìåòîä ñæèìàþùèõ îïåðàòîðîâ Áàíàõà, ïîêàæåì, ÷òî îïåðà-
òîð P , îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì (11), èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó. Äëÿ ëþáûõ v, ω ∈
C([0, T ]), Rn) èìååì

|(Pv) (t)− (Pω)(t)| ≤
∫ T

0 |M(t, s)| · |f(s, v(s), u(s))− f(s, ω(s), u(s))| ds ≤
≤ KTM ‖v(·)− ω(·)‖C[0,T ] ,

(12)

èëè

‖(Pv)(t)− (Pω)(t)‖C[0,T ] ≤ KTM ‖v(·)− ω(·)‖C[0,T ] .

Çäåñü, ó÷èòûâàÿ óñëîâèå À3), ïîëó÷àåì, ÷òî îïåðàòîð P , îïðåäåëÿåìûé ðàâåí-
ñòâîì (11), ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì. Òîãäà îïåðàòîð P èìååò åäèíñòâåííóþ ïîäâèæíóþ
òî÷êó â C([0, T ], Rn). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (6) èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå.

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

4. Ôîðìóëà ïðèðàùåíèÿ êðèòåðèÿ êà÷åñòâà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì
ïðèðàùåíèé, âïåðâûå ïðèìåíåííûì â [20].
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Ïóñòüu(t), ũ(t) = u(t) + ∆u(t), t ∈ [0, T ]− äâà äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèÿ,
àx(t), x̃(t) = x(t) + ∆x(t), t ∈ [0, T ]− ñîîòâåòñòâóþùèå èì òðàåêòîðèè. Òîãäà, î÷å-
âèäíî, ∆x(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è:

∆ẋ(t) = ∆f(t, x, u), t ∈ [0, T ], (13)

A∆x (0) +

∫ T

0
m (t) ∆x (t) dt = 0. (14)

Çäåñü ∆f(t, x, u) = f(t, x̃, ũ)− f(t, x, u) - ïîëíîå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè f(t, x, u). Ïðè-
ðàùåíèå ôóíêöèîíàëà (4) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

∆J(u) = J(ū)− J(u) = ∆ϕ(x(0), x(T )) +

∫ T

0
∆F (t, x, u)dt. (15)

Ïóñòü ψ(t) ∈ Rn- ïðîèçâîëüíàÿ íåòðèâèàëüíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ è λ ∈ Rn - ÷èñëîâîé
âåêòîð. Òîãäà ôîðìóëó ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèîíàëà (4) ìîæåì ïåðåïèñàòü â âèäå

∆J(u) = J(ū)− J(u) = ∆ϕ(x(0), x(T ))+

+
∫ T

0 ∆F (t, x, u)dt+
∫ T

0 〈ψ(t),∆ẋ(t)−∆f(t, x, u)〉 dt+
+
〈
λ,A∆x (0) +

∫ T
0 m (t) ∆x (t)

〉
.

(16)

Ïîñëå íåêîòîðûõ ñòàíäàðòíûõ îïåðàöèé, îáû÷íî èñïîëüçóåìûõ ïðè âûâîäå íåîá-
õîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ ôîðìóëû ïðèðàùåíèé, ïîëó-
÷àåì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

∆J(u) = −
∫ T

0 ∆uH(t, ψ, x, u)dt−
∫ T

0

〈
∆u

∂H(t,ψ,x,u)
∂x ,∆x(t)

〉
dt+

+
∫ T

0

〈
ψ̇(t) + ∂H(t,ψ,x,u)

∂x +m′ (t)λ,∆x (t)
〉
dt+

+
〈
−ψ(0) +A′λ+ ∂ϕ

∂x(0) ,∆x (0)
〉

+
〈
ψ(T ) + ∂ϕ

∂x(T ) ,∆x(T )
〉

+

+ηū,

ηū = oϕ (‖x(0)‖ , ‖x(T )‖)−
∫ T

0 oH (‖x(t)‖) dt,

(17)

ãäå

H(t, ψ, x, u) = 〈ψ(t), f(t, x, u)〉 − F (t, x, u).

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì ÷òî, íåèçâåñòíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ ψ(t) ∈ Rn è ÷èñëîâîé âåêòîð
λ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è:

ψ̇(t) = −∂H(t, ψ, x, u)

∂x
−m′ (t)λ, t ∈ [0, T ], (18)

ψ(0) = A′λ+
∂ϕ

∂x(0)
, ψ(T ) = − ∂ϕ

∂x(T )
, (19)
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Äèôôåðåíöèàëüíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à (18)-(19) íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííîé çàäà÷åé â ïàðà-
ìåòðè÷åñêîé ôîðìå, òàê êàê îíà ñîõðàíÿåò â ñåáå íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð λ.Èç óñëîâèÿ
À1) è èç ñèñòåìû (18), (19) ìîæíî èñêëþ÷èòü íåèçâåñòíûé âåêòîð λ. Äåéñòâèòåëüíî,(

A′ +

∫ T

0
m′ (t) dt

)
λ = 2ψ (0)− ψ (T )− ∂ϕ

∂x (0)
−
∫ T

0

∂H (t, ψ, x, u)

∂x
dt.

Îòñþäà

λ = (N ′)−1

[
2ψ (0)− ψ (T )− ∂ϕ

∂x (0)
−
∫ T

0

∂H (t, ψ, x, u)

∂x

]
dt. (20)

Ó÷èòûâàÿ íàéäåííîå èç (20) çíà÷åíèå λ â ðàâåíñòâàõ (18) è (19), èìååì:

ψ̇(t) = −∂H(t, ψ, x, u)

∂x
−m′ (t)

(
N ′
)−1×

×
[
2ψ (0)− ψ (T )− ∂ϕ

∂x (0)
−
∫ T

0

∂H (t, ψ, x, u)

∂x

]
, t ∈ [0, T ], ψ(T ) = − ∂ϕ

∂x(T )
, (21)

Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (18), (19) â (17), äëÿ ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèîíàëà ïîëó÷àåì îêîí÷à-
òåëüíóþ ôîðìó

∆J(u) = −
∫ T

0
∆ūH(t, ψ, x, u)dt−

∫ T

0

〈
∆u

∂H(t, ψ, x, u)

∂x
, ∆x(t)

〉
dt+ ηũ. (22)

5. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà.

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà îñíîâíóþ
ðîëü èãðàåò èãîëü÷àòàÿ âàðèàöèÿ:

ū(t) =

{
u(t), t /∈ [θ, θ + ε),
υ, t ∈ [θ, θ + ε),

(23)

ãäå ïàðàìåòðû èãîëü÷àòîé âàðèàöèè óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì. θ ∈ [0, T ]−
ïðàâèëüíàÿ òî÷êà óïðàâëåíèÿ u(t), ε > 0, θ + ε < T, υ ∈ U. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè
ëþáûõ θ, ε, υ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïåðå÷èñëåííûì óñëîâèÿì, óïðàâëåíèÿ ū(t) ÿâëÿåòñÿ
äîïóñòèìûì.

Òðàäèöèîííàÿ ôîðìà íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè áóäåò ñëåäîâàòü èç
ôîðìóëû ïðèðàùåíèé (22), åñëè ïîêàæåì, ÷òî ïðèðàùåíèå ôàçîâûõ ñîñòîÿíèé ∆εx(t),
ñîîòâåòñòâóþùåå ∆uε(t) èìååò ïîðÿäîê ε.

Ýòî ñëåäóåò èç óñëîâèé À1) - À3) è êðàåâîé çàäà÷è (13), (14):

∆x(t) =

∫ T

0
M(t, s) [f(s, x+ ∆x, ū)− f(s, x, ū)] ds+

∫ T

0
M(t, s)∆ūf(s, x, u)ds (24)
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Èç (24) ìû ïîëó÷àåì

‖∆x(t)‖ ≤ (1− L)−1M

∫ T

0
‖∆ūf(t, x, u)‖ dt. (25)

Åñëè â íåðàâåíñòâå âçÿòü, ū(t) = uε(t), òî èìååì

‖∆εx(t)‖ ≤ L̃ε, t ∈ [0, T ], L̃ = const > 0, (26)

Îöåíêà (25) ïîêàçûâàåò ÷òî, ïðè ū(t) = uε(t)∫ θ+ε

θ

〈
∆υ

∂H(t, ψ, x, u)

∂x
,∆εx(t)

〉
dt+ ηuε (‖∆εx(t)‖) = o(ε),

ãäå ∆εx(t) = x(t, uε)− x(t, u) ∼ ε.
Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ïðèðàùåíèÿ (22) è ñâîéñòâà èãîëü÷àòîé âàðèàöèè, èìååì

∆J(u) = −
∫ θ+ε

θ
∆υH(t, ψ, x, u)dt+ o(ε). (27)

Òàê êàê òî÷êà t = θ - ïðàâèëüíàÿ òî÷êà óïðàâëåíèÿ u = u(t), òî èç ôîðìóëû
Òåéëîðà

∆J(u) = −∆υH(θ, ψ(θ), x(0), u(0)ε+ o(ε), υ ∈ U, θ ∈ [0, T ). (28)

Èç ôîðìóëû (28) ñëåäóåò ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà.

Òåîðåìà 5.1. (Ïðèíöèï ìàêñèìóìà) Ïóñòü äîïóñòèìûé ïðîöåññ u0(t), x0(t, u0)
îïòèìàëåí â çàäà÷å (1) - (4), à ψ0(t) - ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé çàäà÷è (18), (19). Òîãäà
äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, T ] âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

max
υ∈U

H(t, ψ0(t), x0(t), υ) = H(t, ψ0(t), x0(t), u0(t)). (29)

Èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ñëåäóåò:

Ñëåäñòâèå 5.2. Åñëè â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ôóíêöèÿ f ëèíåéíî îòíî-

ñèòåëüíî (x, u) è ôóíêöèè ϕ, F âûïóêëû îòíîñèòåëüíî x(0), x(T ) è x(t), ñîîòâåò-
ñòâåííî, òî ïðèíöèï ìàêñèìóìà ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì

äëÿ îïòèìàëüíîñòè.

Ýòîò ôàêò ñëåäóåò èç ôîðìóëû ïðèðàùåíèÿ (22). Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå

∆J(u) = −
∫ T

0
∆ūH(t, ψ, x, u)dt+ oϕ (‖∆x(0)‖ , ‖∆x(T )‖) +

∫ T

0
oF (‖∆x(t)‖) dt. (30)

Òàê êàê ôóíêöèè ϕ è F âûïóêëû, òî oϕ ≥ 0, oF ≥ 0.
Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(t, x, u) äèôôåðåíöèðóåìà îòíîñèòåëü-

íî u, à ìíîæåñòâî U - âûïóêëî. Òîãäà èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò:
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Ñëåäñòâèå 5.3. (Äèôôåðåíöèàëüíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà). Ïóñòü ïðîöåññ

(u0(t), x0(t, u0)), t ∈ [0, T ] îïòèìàëåí â çàäà÷å (1) - (4) è ψ0(t) ñîîòâåòñòâóþùèé

ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé çàäà÷è (18)-(19). Òîãäà〈
∂H(t, ψ0(t), x0(t), u0(t))

∂u
, u0(t)

〉
= max

υ∈U

〈
∂H(t, ψ0(t), x0(t), u0(t))

∂u
, υ

〉
. (31)

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (31) äëÿ ïðîâåðêè ïðîùå, ÷åì óñëîâèå (29). Îäíàêî, ïðåäïî-
ëîæåíèÿ âûïóêëîñòè U è äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè f(t, x, u) ïî u ñóæàåò ïðè-
ìåíåíèå óñëîâèÿ (31).

Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ óñëîâèå
(31) ñïðàâåäëèâî, à ïðèíöèï ìàêñèìóìà íèêàêîé èíôîðìàöèÿ íå äàåò [21]. Ñ ýòèì
îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà.

Èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ñëåäóåò

Ñëåäñòâèå 5.4. (Ïðèíöèï ñòàöèîíàðíîñòè). Ïóñòü â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ (1)-(4) U ⊂ Rr - îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Òîãäà îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå

â êàæäîé t ∈ [0, T ] äîñòàâëÿåò ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè H(t, ψ, x, u), ò.å.

∂H(t, ψ0(t), x0(t), u0(t))

∂u
= 0.
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