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Ê Ñïåêòðàëüíîé Òåîðèè Âîçìóùåííîãî Îñöèëëÿòîðà

íà Ïîëóîñè

À.Õ.Õàíìàìåäîâ, Ã.Ì.Ìàñìàëèåâ, Í.Ô.Ãàôàðîâà

Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåí âîçìóùåííûé îñöèëëÿòîð T (q) = − d2

dx2 + x2 + q (x) íà ïîëóîñè 0 ≤
x < ∞ ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì Äèðèõëå. Èçó÷åíû ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé. Äîêàçàíî

îãðàíè÷åííàÿ ñõîäèìîñòü ÿäðà èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüôàíäà-Ëåâèòàíà-Ìàð÷åíêî.

Êëþ÷åâûå ñëîâà:âîçìóùåííûé îñöèëëÿòîð, óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ,

îãðàíè÷åííàÿ ñõîäèìîñòü, îáðàòíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à.

1. Ââåäåíèå è îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó, ïîðîæäàåìóþ íà ïîëóîñè 0 ≤ x < ∞ äèôôåðåíöè-
àëüíûì óðàâíåíèåì

−y′′ + x2y + q (x) y = λy, λ ∈ C, (1)

è êðàåâûì óñëîâèåì

y (0) = 0 (2)

â òîì ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ q (x) âåùåñòâåííà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

q (x) ∈ C(1) [0,∞) , σj (0) =

∫ ∞
0

xj |q (x)| dx <∞, j ≤ 5, (3)

ãäå σj (x) =
∫∞
x tj |q (t)| dt, x ≥ 0, êîòîðûå âñþäó â äàëüíåéøåì ñ÷èòàþòñÿ âûïîëíåí-

íûìè.

Óðàâíåíèå âèäà (1), ò.å. óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ñ êâàäðàòè÷íûì ïîòåíöèàëîì,
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó î êâàíòîâîì îñöèëëÿòîðå è âîçíèêàåò ïðè îïèñàíèè êî-
ëåáàòåëüíûõ äâèæåíèé àòîìîâ â ìîëåêóëàõ è êðèñòàëëàõ (ñì.[1]). Â ðàáîòå[2] Ìàê-
Êèíà-Òðóáîâèöà ðàññìàòðèâàëàñü îáðàòíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ âîçìóùåííûõ
îñöèëëÿòîðîâ

T (q) = − d2

dx2
+ x2 + q (x) , −∞ < x <∞,
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èìåþùèõ îäèíàêîâûé ñïåêòð, ñ ïîòåíöèàëàìè q (x) èç êëàññà äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ è
áûñòðî óáûâàþùèõ íà ±∞ ôóíêöèé (ñì. òàêæå [3] , [4]). Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à èññëåäîâà-
ëàñü òàêæå â ðàáîòå Á.Ì.Ëåâèòàíà [5]. Òàì æå âûñêàçàíî ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî
ïîòåíöèàëû âîçìóùåíèÿ ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ïðè ïîìîùè ôîðìàëèçìà èíòåãðàëü-
íûõ óðàâíåíèé Ãåëüôàíäà-Ëåâèòàíà-Ìàð÷åíêî.

Ðàññìîòðèì íåâîçìóùåííîå óðàâíåíèå

−y′′ + x2y = λy, 0 ≤ x <∞, λ ∈ C (4)

Èçâåñòíî[3]− [7], ÷òî óðàâíåíèå (4) èìååò ðåøåíèå f0 (x, λ) â âèäå

f0 (x, λ) = Dλ−1
2

(√
2x
)
,

êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

f0 (0, λ) = 2
λ−1
4

Γ
(
1
2

)
Γ
(
3−λ
4

) , f ′0 (0, λ) = 2
λ−1
4

Γ
(
−1

2

)
Γ
(
1−λ
4

) ,
ãäå Dν (x) - ôóíêöèÿ Âåáåðà, Γ (·)- Ãàììà ôóíêöèÿ. Äëÿ êàæäîãî x ôóíêöèÿ f0 (x, λ)
ÿâëÿåòñÿ (ñì.[3] , [7]) öåëîé ôóíêöèåé è îáëàäàåò ðàâíîìåðíî ïðè âñåõ λ, âçÿòûõ èç
ëþáîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, àñèìïòîòèêîé:

f0 (x, λ) =
(√

2x
)λ−1

2
e−

x2

2
(
1 +O

(
x−2

))
, x→∞.

Ñïåêòð çàäà÷è (4)-(2) ñîñòîèò èç ïðîñòûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ̂n = 4n + 3, n =
0, 1, ..., ÿâëÿþùèõñÿ íóëÿìè ôóíêöèè f0 (0, λ). Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

f0

(
x, λ̂n

)
= D2n+1

(√
2x
)

= 2−(n+ 1
2)e−

x2

2 H2n+1 (x) ,

ãäå Hn (x)−ìíîãî÷ëåí Ýðìèòà. Èç èçâåñòíûõ ñâîéñòâ ìíîãî÷ëåíîâ Ýðìèòà âûòåêàåò,
÷òî

α̂2
n =

∫ ∞
0

∣∣∣f0 (x, λ̂n)∣∣∣2 dx = (2n+ 1)!

√
π

2
. (5)

Ïðè ýòîì ñèñòåìà ôóíêöèé

{
f0(x,λ̂n)

α̂n

}∞
n=0

ñëóæèò îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì â ïðî-

ñòðàíñòâå L2 (0,∞), ò.å. èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

∞∑
n=0

f0

(
x, λ̂n

)
α̂n

f0

(
y, λ̂n

)
α̂n

= δ (x− y) ,

ãäå δ−äåëüòà ôóíêöèÿ Äèðàêà.
Ââîäèì òåïåðü ðåøåíèå f (x, λ)âîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ (1) ñ àñèìïòîòèêîé f (x, λ) =

f0 (x, λ) (1 + o (1)) , x → ∞. Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [8], ïðè óñëîâèè σ1 (0) < ∞ òàêîå
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ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è äîïóñêàåò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ïðå-
îáðàçîâàíèÿ:

f (x, λ) = f0 (x, λ) +

∫ ∞
x

K (x, t) f0 (t, λ) dt, (6)

ãäå ÿäðî K (x, t) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé è óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó ñîîò-
íîøåíèþ

|K (x, t)| ≤ C 1

2
σ

(
x+ t

2

)
, (7)

ãäå ÷åðåç C çäåñü è äàëåå îáîçíà÷àþòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íûå ïîñòîÿííûå.
Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (3) çàäà÷à (1)-(2) èìååò ÷èñòî äèñêðåòíûé ñïåêòð, ñîñòî-

ÿùèé (ñì., íàïð., [7]) èç ïðîñòûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λn, n = 0, 1, ..., ãäå λn → +∞
ïðè n→∞. Êðîìå òîãî, ñïåêòð çàäà÷è (1)-(2) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì íóëåé ôóíêöèè
f (0, λ) è ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî

λn = λ̂n +O
(
n−

1
2

)
, n→∞.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî (ñì. [5] , [9] , [10]) ïðè ðåàëèçàöèè ôîðìàëèçìà èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé Ãåëüôàíäà-Ëåâèòàíà-Ìàð÷åíêî âàæíóþ ðîëü èãðàþò ñâîéñòâà ôóíêöèè
âèäà

F (x, y) =

∞∑
n=0

f0 (x, λn) f0 (y, λn)

α2
n

−
f0

(
x, λ̂n

)
f0

(
y, λ̂n

)
α̂2
n

 . (8)

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî ðÿä (8) îãðàíè÷åííî ñõîäèòñÿ, ò.å. ñõîäèòñÿ â êàæ-
äîé òî÷êå (x, y) ê ïðåäåëó F (x, y), îñòàâàÿñü îãðàíè÷åííûì â êàæäîé êîíå÷íîé îáëà-
ñòè (x, y)- ïëîñêîñòè.
Òåîðåìà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé

FN (x, y) =
N∑
n=0

f0 (x, λn) f0 (y, λn)

α2
n

−
N∑
n=0

f0

(
x, λ̂n

)
f0

(
y, λ̂n

)
α̂2
n

îãðàíè÷åííî ñõîäèòñÿ.

2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ (x, λ; q) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ϕ (0, λ; q) =
0, ϕ′ (0, λ; q) = 1. Ïîëîæèì

θ (x, y, µ; q) =
∫ µ
0 ϕ (x, λ; q)ϕ (y, λ; q) dρ (λ; q) ,

θ0 (x, y, µ) = 2
π

∫ µ
0 sinλx sinλydλ,

ãäå ρ (λ; q)- ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ([10] , [11]) çàäà÷è (1)-(2). Êàê ïîêàçàíî â [10] , [11],
ðàçíîñòü θ (x, y, µ; q)−θ0 (x, y, µ) îãðàíè÷åííî ñõîäèòñÿ ïðè µ→∞. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
òàê êàê ñïåêòð çàäà÷è (1)-(2) äèñêðåòåí, òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

ρ (λ; q) =
∑
λn<λ

β−2n (q) ,
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ãäå β2n (q) =
∫∞
0 ϕ2 (x, λn; q) dx, β2n (0) =

∫∞
0 ϕ2

(
x, λ̂n; 0

)
dx. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå,

÷òî ϕ (x, λn; q) = f(x,λn)
f ′(0,λn)

, ϕ (x, λn; 0) =
f0(x,λ̂n)
f ′0(0,λ̂n)

, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

θ (x, y, µ; q) =
∑
λn<µ

f (x, λn) f (y, λn)

α2
n

,

θ (x, y, µ; 0) =
∑
λ̂n<µ

f0

(
x, λ̂n

)
f0

(
y, λ̂n

)
α̂2
n

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé

ΦN (x, y) =
N∑
n=0

f (x, λn) f (y, λn)

α2
n

−
N∑
n=0

f0

(
x, λ̂n

)
f0

(
y, λ̂n

)
α̂2
n

(9)

îãðàíè÷åííî ñõîäèòñÿ.
Èç èçâåñòíûõ ñâîéñòâ îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ (ñì. íàïðèìåð,[12]) è èç (6) âû-

òåêàåò, ÷òî

f0(x, λ) = f(x, λ) +

∫ ∞
x

K̂(x, t)f(t, λ)dt, (10)

ãäå ÿäðî K̂ (x, y) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

K̂ (x, y) +K (x, y) +

∫ y

x
K̂ (x, t)K (t, y) dt = 0. (11)

Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ è (7) âûòåêàåò, ÷òî∣∣∣K̂ (x, y)
∣∣∣ ≤ Cσ0(x+ y

2

)
. (12)

Áîëåå òîãî, ïîëüçóÿñü îöåíêàìè (2.13) èç ðàáîòû [8] ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè âûïîë-
íåíèè óñëîâèé (3) ÿäðî K (x, y) ïðåäñòàâëåíèÿ (7) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî è
âåðíà îöåíêà ∣∣∣∣∂K (x, y)

∂x

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∂K (x, y)

∂y

∣∣∣∣ ≤ Cσ3(x+ y

2

)
. (13)

Èç (11) ñëåäóåò, ÷òî àíàëîãè÷íîìó íåðàâåíñòâó óäîâëåòâîðÿåò è ÿäðî K̂ (x, y). Îòñþäà
è èç (12), (13) íàõîäèì, ÷òî ÿäðî K̂ (x, y) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå∫ ∞

x

[∣∣∣K̂ ′y (x, y)
∣∣∣2 + y2

∣∣∣K̂ (x, y)
∣∣∣2] dy <∞.

Òîãäà ïðè êàæäîì x ≥ 0 êîýôôèöèåíò

cn =

∫ ∞
x

K̂ (x, t)
f0

(
t, λ̂n

)
α̂n

dt

 (14)
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óäîâëåòâîðÿåò[1] íåðàâåíñòâó
∞∑
n=1

λ̂n |cn|2 <∞. (15)

Äàëåå, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé (5) à òàêæå èçâåñòíûìè [6] , [7]àñèìïòîòè÷åñêèìè
ôîðìóëàìè

Γ (az + b) ∼
√

2πe−az (az)az+b−
1
2 ,

f0 (x, λ) = π−
1
2 2

λ−1
4 Γ

(
λ+ 1

4

){
cos

[
π
λ− 1

4
−
√
λx

]
+ λ−

1
2

(
2x3 + 2−

1
2

)
O (1)

}
,

íàéäåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C, òàêàÿ, ÷òî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n ðàâíîìåð-
íî îòíîñèòåëüíî x, âçÿòûõ èç êàæäîãî êîíå÷íîãî îòðåçêà [0, b], èìååò ìåñòî îöåíêà∣∣∣∣∣∣

f0

(
x, λ̂n

)
α̂n

∣∣∣∣∣∣ ≤ C

n
1
4

. (16)

Çàïèøåì òåïåðü ôîðìóëó (10) â âèäå

f0 (y, λ) =
(
Iy + K̂y

)
f (y, λ) .

Ïðèìåíèâ ê ðàâåíñòâó (9) îïåðàòîð
(
Ix + K̂x

)(
Iy + K̂y

)
, ïîëó÷èì(

Ix + K̂x

)(
Iy + K̂y

)
ΦN (x, y) =

∑N
n=0

f0(x,λn)f0(y,λn)
α2
n

−

−
∑N

n=0

(
Ix + K̂x

)(
Iy + K̂y

)
f0(x,λ̂n)f0(y,λ̂n)

α̂2
n

=

= FN (x, y)−
∑N

n=0

(∫∞
x K̂ (x, t)

f0(t,λ̂n)
α̂n

dt

)
f0(y,λ̂n)

α̂n
−

−
∑N

n=0

(∫∞
y K̂ (y, t)

f0(t,λ̂n)
α̂n

dt

)
f0(x,λ̂n)

α̂n
−

−
∑N

n=0

(∫∞
x K̂ (x, t)

f0(t,λ̂n)
α̂n

dt

)(∫∞
y K̂ (y, t)

f0(t,λ̂n)
α̂n

dt

)
.

(17)

Ëåâàÿ ÷àñòü òîæäåñòâà (17) îãðàíè÷åííî ñõîäèòñÿ. Ïîýòîìó ýòî âåðíî è äëÿ ïðàâîé
÷àñòè. Íî, â ñèëó (14)- (16) âòîðîå, òðåòüå è ÷åòâåðòîå ñëàãàåìûå îãðàíè÷åííî ñõîäÿò-
ñÿ. Ïîýòîìó ïåðâîå ñëàãàåìîå ñïðàâà â (17), ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé FN (x, y)
îãðàíè÷åííî ñõîäèòñÿ, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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