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1. Ââåäåíèå

Ïóñòü f(z) =
∞∑
0
anz

n-öåëàÿ ôóíêöèÿ,

M(r) = max
|z|=r
|f(z)| , µ(r) = max

n
|an| rn

-ìàêñèìóì ìîäóëÿ è ìàêñèìàëüíûé ÷ëåí ôóíêöèè f(z) â êðóãå |z| ≤ r. Ïî èçâåñòíîìó
ðåçóëüòàòó Âèìàíà [1] è Âàëèðîíà [2] ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà

M(r) ≤ cµ(r) (logµ(r))
1
2
+ε . (1)

Ïðè÷åì îíà ìîæåò íàðóøàòüñÿ òîëüêî íà ìíîæåñòâå êîíå÷íîé ëîãàðèôìè÷åñêîé ìå-
ðû. Èìååòñÿ îáøèðíàÿ òåîðèÿ Âèìàíà-Âàëèðîíà â îáëàñòè ñòåïåííûõ ðÿäîâ, ðÿäîâ
Äèðèõëå, ìíîãîìåðíûõ öåëûõ ôóíêöèé è äð.

Â 1963 ã. àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê Ðîçåíáëþì [3] ïîëó÷èë áîëåå îáùèé è òî÷íûé
ðåçóëüòàò îá îöåíêå M(r) ñâåðõó ÷åðåç µ(r). Äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà ðàñòóùèõ ôóíê-
öèé ϕ(y) > 0 îí óñòàíîâèë ñëåäóþùóþ îöåíêó

M(r) ≤ cµ(r)
√
ϕ (logM(r)). (2)
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(âíå íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà E ⊂ (0,∞) êîíå÷íîé ëîãàðèôìè÷åñêîé ìåðû). Â ðàáî-
òàõ Í.Ì. Ñóëåéìàíîâà (ñì. [4]) âïåðâûå áûëè óñòàíîâëåíû àíàëîãè÷íûå îöåíêè äëÿ
ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé âèäà

u′(t)±A(t)u(t) = 0, (3)

ãäå A(t)-ïîëîæèòåëüíûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H
ñ ÷èñòî äèñêðåíûì ñïåêòðîì, â êîòîðûõ ðîëü ôóíêöèé M(r) è µ(r) â (2) èãðàþò
ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèè M(t) = ‖u(t)‖ è µ(t) = max

k
|(u(t), ϕk(t))|, ãäå {ϕk(t)} åñòü

îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà A(t) â (3).

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òàêèõ îöåíîê òèïà Âèìàíà-Âàëèðîíà áûë ïîñòðîåí ñïåöèàëüíûé
ìåòîä, îñíîâàííûé íà âåðîÿòíîñòè, ïîçâîëÿþùèé íàéòè òàêóþ ðàñòóùóþ ôóíêöèþ
ψ(y) > 0, ÷òî âûïîëÿíåòñÿ îöåíêà òèïà

‖u(t)‖ ≤ ψ (µ(t)) , µ(t)→∞ (4)

ïðè t → 0. Òàêèå îöåíêè ìû íàçûâàåì îöåíêàìè òèïà Âèìàíà-Âàëèðîíà. Ïðè ýòîì
ñóùåñòâåííî íàëè÷èå àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë ñ îöåíêàìè îñòàòêà äëÿ ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäëåíèÿ N(λ) ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà A(t) â óðàâíåíèè (3).

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â äàííîé ñòàòüå ñòàâèòñÿ çàäà÷à îá óñòàíîâëåíèè îöåíêè òèïà Âèìàíà-Âàëèðîíà
äëÿ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ îïåðàòîðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé âèäà

∂u(t, x)

∂t
+A(t,Dx)u(t, x) = 0, (5)

â ñèëå (0, T )×Rn,
u(0, x) = u0(x), x ∈ Rn, (6)

ãäå A(t,Dx)-(ïñåâäî) äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð â Rn ñ ñèìâîëîì
A(t, ξ), ReA(t, ξ) > 0, u0(x) îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ (â ÷àñòíîñòè, u0(x) = δ(x)-
ôóíêöèÿ Äèðàêà), Dx = 1

i qradx.

Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî ìåòîäû ïîñòðîåíèå äëÿ èññëåäîâàíèÿ îöåíîê òèïà Âèìàíà-
Âàëèðîíà äëÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé âèäà (3) ñ îïåðàòîðîì A(t) ñ äèñêðåòíûì
ñïåêòðîì äëÿ çàäà÷è Êîøè íå ïðîõîäÿò. Çäåñü ïðèõîäèòñÿ êîíñòðóèðîâàòü íîâûé
ìåòîä, îñíîâàííûé íà íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäëåíèÿõ ñëó÷àíûõ âåëè÷èí. Òàêîé ìåòîä
áûë ïîñòðîåí â ðàáîòàõ Í.Ì. Ñóëåéìàíîâ (ñì.[4], ñòð. 121).

3. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èç (5)-(6) ïîëó÷èì äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó
âèäà
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∂ũ(t, ξ)

∂t
+ Ã(t, ξ)ũ(t, ξ) = 0, (7)

ũ(0, ξ) = ũ0(ξ). (8)

Ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è çàïèøåòñÿ â âèäå

u(t, x) = F−1

e− t∫
0

ReÃ(τ,ξ)dτ
ũ0(ξ)

 ,

ãäå F−1-îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Èìååì ðàâåíñòâî:

‖u(t, ·)‖2L2(Rn) =

∫
e
−2

t∫
0
ReÃ(τ,ξ)dτ

|ũ0(ξ)|2 dξ.

(Äëÿ ïðîñòîòû â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü A(t, ξ)-âåùåñòâåííîé ôóíêöèåé).

Îáîçíà÷èì:

g(t) =
1

2
log (u(t, x), u(t, x)) ,

l(t, ξ) =

t∫
0

Ã(τ, ξ)dτ, dµ(ξ) = |ũ0(ξ)|2 dξ,

mσ =
{
ξ ∈ Rn : Ã(τ, ξ) > σ

}
.

Ââåäåì ñåìåéñòâî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X ñ íåïðåðûâíûì ðàñïðåäåëåíèåì (çàâèñÿùèì
îò ïàðàìåòðà t):

P (X ∈ mσ) =

∫
mσ

exp (−2l(t, ξ)) dµ(ξ)/
∫
Rn

exp (−2l(t, ξ)) dµ(ξ).

Âû÷èñëèâ g′(t), g′′(t), ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèåMX, äèñïåðñèþDX è ïðèìåíèòü
íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà íàõîäèì (çíà÷åíèÿìè X ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà x = Ã(t, ξ)) :

MX = −g′(t), 2DX ≤ g′′(t)− k(t)g′(t), g′(t) ≤ 0.

Ñëåäóþùàÿ Ëåììà äîêàçàíà â êíèãå Ñóëåéìàíîâà ([4], ñòð. 121):

Ëåììà 7.1 Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

e2g(t) ≤ cµ(t)2 S(t, g′, g′′), (9)

ãäå

S(t, a, b) = mes
ξ

{
ξ :
∣∣∣Ã(t, ξ)− a∣∣∣ ≤ c√b+ k(t)a

}
, (10)
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µ(t)2 = ess sup
ξ

(
e−2l(t,ξ) |ũ0(ξ)|2

)
. (11)

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñòàòüè ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå:
Òåîðåìà. Ïóñòü ϕ(y)-ïîëîæèòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ,

÷òî

∞∫
1

 y∫
1

ϕ(t)dt

− 1
2(s+1)

dy <∞, s ≥ 0. (12)

Ïóñòü ïðè λ > δ > 0, λ→ +∞ âûïîëíåíî óñëîâèå âèäà

mesn

{
ξ ∈ Rn

∣∣∣ReÃ(t, ξ)− λ∣∣∣ < δ
}
≤ cδλs(1 + λv), 0 < v < 1.

Ïóñòü åùå ïðè ïî÷òè âñåõ t âûïîëíåíî óñëîâèå

∂

∂t
A(t, ξ) ≤ K(t)A(t, ξ), 0 ≤ K(t) ∈ L1(0, T ).

Òîãäà âíå ìíîæåñòâà êîíå÷íîé ëîãàðèôìè÷åñêîé ìåðû äëÿ ðåøåíèÿ u(t, x) çàäà÷è
Êîøè (5)-(6) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà òèïà Âèìàíà-Âàëèðîíà-Ðîçåíáëþìà:

‖u(t, ·)‖L2(Rn) ≤ cµ(t) · t
−γ 4

√
ϕ
(
t−β log ‖u(t, ·)‖L2(Rn)

)
, (13)

ãäå 0 < β < 1, γ > 0-îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç s, µ(t) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (11).
Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèþ (12) óäîâëåòâîðÿþò ôóíêöèé

ϕ(y) = y2s=1+ε

èëè ϕ(y) = y2s+1(log y)2(s+1)(log log y)2(s+1)...(logn y)
2(s+1)+ε.

Ââåäåì íîâûå ôóíêöèè, ïîëàãàÿ:

ξ(t) =

t∫
0

e

y∫
0

k(τ)dτ
dy,

h̃(ξ) = h(t(ξ)),

ãäå t(ξ) îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ê ξ(t). Ïîëó÷èì:

g′ = exp


t∫

0

k(τ)dτ

 g̃′(ξ), (14)

g′′ − k(t)g′ = exp

2

t∫
0

k(τ)dτ

 g̃′′(ξ), (15)
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Îïðåäåëèì λ(t) è δ(t) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

λ(t) =
∣∣g′(t)∣∣− 1

2

√
g′′ + k(t) |g′(t)| = exp

 t∫
0

k(τ)dτ

[g̃′(ξ)− 1

2

√
g̃′′(ξ)

]
,

δ(t) =
√
g′′(t)− k(t) |g′(t)| ⊂ exp


t∫

0

k(τ)dτ

√g̃′′(ξ).
Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:
1) 2 |g′(ξ)| > 3

√
g̃′′(ξ),

2) 2 |g′(ξ)| ≤ 3
√
g̃′′(ξ).

Â ñëó÷àå 1) èìååì: λ(t) > δ(t) > 0 è

mesn

{
ξ :
∣∣∣Ã(t, ξ)− λ(t)∣∣∣ < δ(t)

}
≤ c
√
g′′(ξ) ·

∣∣g̃′(ξ)∣∣s .
Â ñëó÷àå 2) ïîëó÷èì:

mesn

{
ξ ∈ Rn :

∣∣∣Ã(t, ξ)− λ(t)∣∣∣ < δ(t)
}
≤ c

[
g′′(ξ)

] s+1
2 .

Â ðåçóëüòàòå (ó÷èòûâàÿ óñëîâèå (10)) ìû ïîëó÷àåì íåðàâåñíòâî (âíå ìíîæåñòâà
êîíå÷íîé ëîãàðèôìè÷åñêîé ìåðû):

mesn

{
ξ ∈ Rn :

∣∣∣Ã(t, ξ)− g′(t)∣∣∣ < c
√
g′′(ξ)− k(t) |g′(t)|

}
=

= S(t, g′, g′′) ≤ t−γ
√
ϕ (t−βg(t)).

Îòñþäà, â ñèëó êëþ÷åâîé Ëåììû, èìååì

‖u(t, ·)‖2L2(Rn) ≤ cµ
2(t)t−γ 4

√
ϕ (t−β log ‖u(t, ·)‖), (16)

ãäå γ = [2s(1− β) + 2− β] 4.
Â ÷àñòíîñòè, ïðè β = 1

2 , γ = 2s+3
8 , ϕ(y) = y2s+1+ε, èç (16) ïîëó÷èì:

‖u(t, ·)‖L2(Rn) ≤ µ̃(t) [log µ̃(t)]
γ , γ =

2s+ 1

4
+ ε.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåï-
ëîïðîâîäíîñòè

u(t, x) =
θ(t)(

2
√
πt
)n exp

(
−|x|

2

4t

)
, x ∈ Rn,

ãäå θ(t)-ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, A(t,Dx) = −4-îïåðàòîð Ëàïëàñà, u0(x) = δ(x) ôóíêöèÿ
Äèðàêà, ũ0(ξ) = 1, Ã(t, ξ) = |ξ|2 , l(t, ξ) = t |ξ|2 . Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì:
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µ2(t) = sup
ξ

(
e−2l(t,ξ) |u0(ξ)|2

)
= 1.

Òîãäà èç îáùåé îöåíêè (11) ïîëó÷èì

‖u(t, ·)‖ ≤ c

t
n
4
+ε
, t→ +0.

Åñëè ðàññìîòðåòü çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ âèäà

∂u(t, x)

∂t
+ (−4x)

σ
2 u(t, x) = 0, σ > 0,

òî ïîóë÷èì: A(t, ξ) = |ξ|σ , s = n
σ − 1,

µ(t) = sup
ξ

(
e−t|ξ|

σ

|ũ0(ξ)|
)
.

Òîãäà, âíå ìíîæåñòâà êîíå÷íîé ëîãàðèôìè÷åñêîé ìåðû äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è
Êîøè ñïðåâàäëèâà îöåíêà âèäà:

‖u(t, ·)‖ ≤ µ̃(t) (log µ̃(t))γ ,

ãäå µ̃(t) = t−
n
2τ

+εµ(t).
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