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Îá èíäåêñå äåôåêòå ñèñòåìû îäíîãî ìíîãîïàðà-

ìåòðè÷åñêîãî ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ òèïà Øòóðìà-

Ëèóâèëëÿ

Ì.Ñ. Àëìàìåäîâ

Àííîòàöèÿ. Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � óñòàíîâèòü, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâóåò òåíçîð-
íîå ïðîèçâåäåíèå îòäåëüíûõ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1), ïðèíàäëåæà-
ùèõ ïðîñòðàíñòâó L2 (Jb, Q(x)dx) è äàòü îöåíêó ÷èñëà òàêèõ òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Èíäåêñ äåôåêòà, ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà, òåíçîðíîå ïðîèçâåäå-
íèå, ìàòðè÷íûé êðóã, ïðåäåëüíàÿ òî÷êà, ïðåäåëüíûé êðóã.

2010 Mathematics Subject Classi�cations: 34G10, 34B24, 34L05

Ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè èíäåêñà j ∈ {1, 2, . . . , n} ðàññìîòðèì ìíîãîïàðàìåò-
ðè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

−y′′j (xj) + pj (xj) yj (xj) +
n∑
k=1

λkQjk (xj) yj (xj) = 0 (1)

ãäå 0 ≤ xj < ∞,λk = (ρ1)k + (ρ2)kèyj (xj)âåêòîð ôóíêöèÿ ñ rj
êîìïîíåíòàìè.Pj (xj)èQjk (xj) êâàäðàòíûå ìàòðèöû rj−ãî ïîðÿäêà è ïðè ýòîì

Pj (xj) = Rj (xj) + iTj (xj) , Rj = R∗j , Tj = T ∗j ,

Qjk (xj) = Ajk (xj) + iBjk (xj) , Ajk = A∗jk, Bjk = B∗jk,

íåïðåðûâíûå ìàòðèöû �ôóíêöèè íà ïîëóîñè [0,∞).
Ìû õîòèì ââåñòè àíàëîãè îêðóæíîñòåé è êðóãîâ Ã.Âåéëÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ

ìíîãîïàðàìåòðàìè. Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ Ã.Âåéëÿ î ïðåäåëüíîé òî÷êå è ïðåäåëüíîé
îêðóæíîñòè äëÿ îïåðàòîðîâ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ñ âåùåñòâåííûìè ïîòåíöèàëàìè (ñì.
[1], [2]) ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ òàêæå íà ñëó÷àé êîìïëåêñíûõ ïîòåíöèàëîâ, êàê ýòî áûëî
çàìå÷åíî Â.Á.Ëèäñêèì è Ã.À.Èñàåâûì (ñì. [3], [4]) â õîäå ïîñòðîåíèÿ òåîðèè íåñàìî-
ñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì.

×åðåç y1 ⊗ y2 ⊗ · · · ⊗ yn îáîçíà÷èì òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ
y1 (x1, λ) , y2 (x2, λ) , . . . , yn (xn, λ) èç cr1 , cr2 , . . . , crn ñîîòâåòñòâåííî, îíî ÿâëÿåòñÿ
(r1 × r2 × · · · × rn)− êîìïîíåíòíûì âåêòîðîì çàâèñÿùèì îò ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn.
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Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèÿ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé ñèñòåì óðàâíåíèé (1) ïðèíàäëå-
æàùèõ ê ïðîñòðàíñòâó L2 (Jb, Q(x)dx), ò.å. óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ∫

Jb

Q(x) |y1 (x1, λ)⊗ y2 (x2, λ)⊗ · · · ⊗ yn (xn, λ)|2 dx <∞

ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé çàäà÷è (1).
×èñëî òàêèõ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì

äåôåêòà ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû (1).
Çäåñü Jb = [0,∞)× · · · × [0,∞) è

Q(x) = A(x) +B(x);A(x) = det
{∥∥(ρ2)k A

t
jk (xj)

∥∥}n
j,k=1

> 0,

B(x) = det
{∥∥(ρ1)k B

t
jk (xj)

∥∥}n
j,k=1

> 0

ãäå Atjk è B
t
jk òåíçîðíî èíäóöèðîâàííûé îïåðàòîð â cr1×···×rn ñîîòâåòñòâóþùèé ìàò-

ðèöå Ajk(xj) è Bjk(xj), ò.å.
Atjk = I1 ⊗ · · · ⊗ Ij−1 ⊗Ajk ⊗ Ij+1 ⊗ · · · ⊗ In è

Bt
jk = I1 ⊗ · · · ⊗ Ij−1 ⊗Bjk ⊗ Ij+1 ⊗ · · · ⊗ In.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

inf det
∥∥y∗j (xj) ((ρ2)k Ajk (xj) + (ρ1)k Bjk (xj)) yj (xj)

∥∥n
j,k=1

> 0.

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû-óñòàíîâèòü, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâóåò òåíçîðíîå
ïðîèçâåäåíèå îòäåëüíûõ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1), ïðèíàäëå-
æàùèõ ïðîñòðàíñòâó L2 (Jb, Q(x)dx) è äàòü îöåíêó ÷èñëó òàêèõ òåíçîðíûõ ïðîèçâå-
äåíèé.

Ïîñðåäñòâîì ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ïîäìíîæåñòâà Cn

Λ+
j =

{
λ ∈ Cn;Tj (xj) +

n∑
k=1

[(ρ2)k Ajk (xj) + (ρ1)k Bjk (xj)] > 0

}
, x ∈ [0,∞) ,

Λ−j =

{
λ ∈ Cn;Tj (xj) +

n∑
k=1

[(ρ2)k Ajk (xj) + (ρ1)k Bjk (xj)] < 0

}
, x ∈ [0,∞) .

Îòìåòèì, ÷òî Λ =
⋂n
j=1

(
Λ+
j

⋃
Λ−j

)
åñòü îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Ýòè ïîäìíîæåñòâà

èç Cn áóäåò èãðàòü ðîëü âåðõíåé è íèæíåì ïîëóïëîñêîñòåé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî
ñëó÷àÿ.

Ñóùåñòâóþò ìàòðèö-ôóíêöèè, Gj (xj , λ) è θj (xj , λ) ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ñèñòåìû
(1) óäîâëåòâîðÿþùåé ñëåäóþùèì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì â ôèêñèðîâàííîì òî÷êå cj ∈
(aj , bj):

Gj (cj , λ) = Erj , G′j (cj , λ) = 0,
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θj (cj , λ) = 0, θ′j (cj , λ) = Erj , λ ∈ Λ (2)

è äëÿ ìàòðè÷íîé ôóíêöèè

Ψj (xj , λ, lj) = θj (xj , λ) +Gj (xj , λ) lj (3)

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫ xj

cj

Ψ∗j (ξj , λ, lj)Sj (ξj , λ) Ψj (ξj , λ, lj) dξj = Jml + F (xj , λ, lj) (4)

ãäå Sj (ξj , λ) = Tj (ξj) +
∑n

k=1 [(ρ2)k Ajk (ξj) + (ρ1)k Bjk (ξj)] .
Çäåñü l è lj ïîñòîÿííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà rj è

F (xj , λ, lj) = M0 +Mlj + l∗jM1 + l∗jM2lj .

Òåïåðü íàéäåì ÿâíûé âèä l, M0, M, M1 è M2.
Ïóñòü yj (xj , λ) åñòü ïðîèçâîëüíîå ìàòðè÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1). Òîãäà èìååì

−y∗j (xj , λ) y′′j (xj , λ) + y∗j (xj , λ)

[
pj (xj) +

n∑
k=1

λkQjk (xj)

]
yj (xj , λ) = 0.

Îòñþäà∫ xj

cj

y∗j (ξj , λ) y′′j (ξj , λ) dξj =

∫ xj

cj

y∗j (ξj , λ)

[
pj (ξj) +

n∑
k=1

λkQjk (ξj)

]
yj (ξj , λ) dξj ,

èëè

y∗j (ξj , λ) y′j (ξj , λ)

∫ xj

cj

−
∣∣∣(y∗j (ξj , λ)

)′
(yj (ξj , λ))

∣∣∣xj
cj

+

∫ xj

cj

yj (ξj , λ)
[
y∗j (ξj , λ)

]′′
dξj =

=

∫ xj

cj

y∗j (ξj , λ)

[
pj (ξj) +

n∑
k=1

λkQjk (ξj)

]
yj (ξj , λ) dξj .

Âûäåëÿÿ ìíèìóþ ÷àñòü, ïîëó÷èì∫ xj

cj

y∗j (ξj , λ)Sj (ξj , λ) yj (ξj , λ) dξj =

=
1

2i
Jm

[
y∗j (xj , λ) y′j (xj , λ)−

(
y∗j (cj , λ)

)′
yj (cj , λ)

]
=

1

2i
W
[
y∗j , yj

]∣∣∣∣xj
cj

.

Äðóãèìè ñëîâàìè, èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

2i

∫ xj

cj

y∗j sjyjdξj = W
[
y∗j , yj

]∣∣xj
cj

(5)
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Íàïèøåì ñîîòíîøåíèå (5) äëÿ ìàòðè÷íîé ôóíêöèè Ψj (xj , λ, lj) = θj (xj , λ) +
Gj (xj , λ) lj ïîëó÷àåì:

2i

∫ xj

cj

Ψ∗j (ξj , λ, lj)Sj (ξj , λ) Ψj (ξj , λ, lj) dξj =

= W
[
Ψ∗j ,Ψj

]
(xj)−W

[
Ψ∗j ,Ψj

]
(cj) . (6)

Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå (2) â (6) ïîëó÷èì:

W
[
Ψ∗j ,Ψj

]
(cj) = Ψ∗j (cj , λ, lj) Ψ′j (cj , λ, lj)−

(
Ψ∗j (cj , λ, lj)

)′
Ψ′jk (cj , λ, lj) =

=
[
θ∗j (cj , λ) +G∗j (cj , λ) · l∗j

]
·
[
θ′j (cj , λ) +G′j (cj , λ) lj

]
−
([
θ∗j (cj , λ)

] ′
+

+
(
G∗j (cj , λ)

)′
lj

)
(θ (cj , λ) +Gj (cj , λ) lj) = Erj l

∗
jErj − ErjErj lj = l∗j − lj .

Ñëåäîâàòåëüíîl = l∗j − lj , è

W
[
Ψ∗jΨj

]
(xj) =

(
Ψ∗jΨ

′
j −

(
Ψ∗j
)′
·Ψj

)
(xj) =

[
θ∗j + l∗j ·G∗j

]
·

[
θ′j +G′jlj

]
(xj)−

[(
θ∗j
)′

+ l∗j
(
G∗j
)′]
· [θj +Gjlj ] (xj) =

=
[
θ∗j · θ′j −

(
θ∗j
)′
· θj
]

(xj) +
[
θ∗j ·G′j −

(
θ∗j
)′
·Gj

]
(xj) · lj+

+l∗j

[
θ′jG

∗
j −

(
G∗j
)′
· θj
]

(xj) + l∗j

[
G∗jG

′
j −

(
G∗j
)′
·Gj

]
(xj) · lj =

= M0 +Mlj + l∗jM1 + l∗jM2lj = F (xj , λ, lj) ,

ãäå M0,M,M1,M2 ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû

M0 =
1

2i

∣∣∣∣∣∣ θ∗j
(
θ∗j

)′
θj θ′j

∣∣∣∣∣∣ ,M =
1

2i

∣∣∣∣∣∣ θ∗j
(
θ∗j

)′
Gj G′j

∣∣∣∣∣∣ ,
M1 =

1

2i

∣∣∣∣∣∣ G∗j
(
G∗j

)′
θj θ′j

∣∣∣∣∣∣ ,M2 =
1

2i

∣∣∣∣∣∣ G∗j
(
G∗j

)′
Gj G′j

∣∣∣∣∣∣ .
×åðåç Lxj ,λ− îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî êâàäðàòíûõ ìàòðèö lj ïîðÿäêà rj × rj òàêèõ,

÷òî
F (xj , λ, lj) ≤ 0 (7)

Ìíîæåñòâî Lxj ,λ− íàçîâåì ìàòðè÷íûì êðóãîì äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) ñ öåí-
òðîì â òî÷êå

Obj (λ) = W [θj , Gj ]
∣∣
xj=bj

(
2i

∫ bj

cj

G∗j (xj , λ)Sj (xj , λ)Gj (xj , λ) dxj

)−1

(8)

35



è ñ ðàäèóñîì, ðàâíûì

Rbj (λ) =
1

2

(∣∣∣∣∣
∫ bj

cj

G∗j (xj , λ)Sj (xj , λ)Gj (xj , λ) dxj

)−1

. (9)

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà lj ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Lxj ,λ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà lj ëåæèò íà ìàòðè÷íîé îêðóæíîñòè cbj (λ):∫ xj

cj

Ψ∗j (ξj , λ, lj)Sj (ξj , λ) Ψj (ξj , λ, lj) dξj ≤ Jml. (10)

Ïóñòü λ ∈ Λ+
j . Òîãäà Sj (ξj , λ) > 0 è åñëè lj ∈ Lxj ,λ,òî lj ∈ Lx′j ,λ,ïðè x

′
j < xj , ò.å.

Lxj ,λ < Lx′j ,λ.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñåìåéñòâî Lxj ,λ ìîíîòîííî óáûâàåò.
Äåéñòâèòåëüíî, èìååì F (xj , λ, lj) ≤ 0 à òàêæå

F
(
x′j , λ, lj

)
≤
∫ x′j

cj

Ψ∗j (ξj , λ, lj)Sj (ξj , λ) Ψj (ξj , λ, lj) dξj − Jml <

<

∫ xj

cj

Ψ∗j (ξj , λ, lj)Sj (ξj , λ) Ψj (ξj , λ, lj) dξj − Jml = F (xj , λ, lj) .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå
⋂
bj>xj>cj

Lxj ,λ = L.
Òîãäà åñëè lj ∈ L, òî∫ xj

cj

Ψ∗j (ξj , λ, lj)Sj (ξj , λ) Ψj (ξj , λ, lj) dξj ≤ Jml (11)

è íàîáîðîò, åñëè âûïîëíåíî (11), òî lj ∈ L (ïðåäåëüíûé ìàòðè÷íûé êðóã).
Òîãäà λ ∈ Λ−j ñåìåéñòâî ìàòðèö lj óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ F (xj , λ, lj) ≥ 0,

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòðè÷íûé êðóã:

(−M0) + (−M) lj + l∗j (−M1) + l∗j (−M2) lj ≤ 0,

−M2 < 0, −M0 < 0.

Èòàê, ïóñòü λ ∈ Λ−j . Òîãäà Sj (ξj , λ) < 0 è∫ xj

cj

Ψ∗j (ξj , λ, lj)Sj (ξj , λ) Ψj (ξj , λ, lj) dξj = Jml + F (xj , λ, lj) . (12)

×åðåç L̃xj ,λ îáîçíà÷èì ìàòðè÷íûé êðóã

F (xj , λ, lj) ≥ 0. (13)

Òåïåðü äîêàæåì ÷òî, îïåðàòîðû M0 è M2 ÿâëÿþòñÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûìè, ò.å.
ïðèx 6= 0,òî (M0x, x) > 0 è (M2x, x) > 0.
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Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ðàññìîòðèì

−Z∗j JZj =

∥∥∥∥ G∗ (G′)∗

θ∗ (θ′)∗

∥∥∥∥ · ∥∥∥∥ 0 iE
−iE 0

∥∥∥∥ · ∥∥∥∥ G θ
G′ θ′

∥∥∥∥ =

= −
∥∥∥∥ i
[
G∗G′ − (G′)∗G

]
i
[
G∗θ′ − (G′)∗ θ

]
i
[
θ∗G′ − (θ′)∗G

]
i
[
θ∗θ′ − (θ′)∗ θ

] ∥∥∥∥ =

= 2 ·

∥∥∥∥∥ G∗G′−(G′)∗G
2i

G∗θ′−(G′)∗θ
2i

θ∗G′−(θ′)∗G
2i

θ∗θ′−(θ′)∗θ
2i

∥∥∥∥∥ = 2

∥∥∥∥ M2 M1

M M0

∥∥∥∥
Çäåñü ïðè λ ∈ Λ+

j èìååìJ + Z∗j JZj > 0 èëè〈
J

∥∥∥∥ x
0

∥∥∥∥ · ∥∥∥∥ x
0

∥∥∥∥〉+ 2

〈∥∥∥∥ M2 M1

M M0

∥∥∥∥ · ∥∥∥∥ x
0

∥∥∥∥ ,∥∥∥∥ x
0

∥∥∥∥〉 0.

Äàëåå 〈
J

∥∥∥∥ 0
ix

∥∥∥∥ , ∥∥∥∥ x
0

∥∥∥∥〉+ 2

〈∥∥∥∥ M2x
Mx

∥∥∥∥ ,∥∥∥∥ x
0

∥∥∥∥〉 2 (M2x, x) > 0〈
J

∥∥∥∥ 0
y

∥∥∥∥ , ∥∥∥∥ 0
y

∥∥∥∥〉+ 2

〈∥∥∥∥ M2 M1

M M0

∥∥∥∥ , ∥∥∥∥ 0
y

∥∥∥∥ ,∥∥∥∥ 0
y

∥∥∥∥〉 =

〈∥∥∥∥ iy
0

∥∥∥∥ , ∥∥∥∥ 0
y

∥∥∥∥〉 =

=

〈∥∥∥∥ iy
0

∥∥∥∥ ,∥∥∥∥ 0
y

∥∥∥∥〉+ 2

〈∥∥∥∥ My
M0y

∥∥∥∥ ,∥∥∥∥ 0
y

∥∥∥∥〉 = 2 (M0y, y) > 0.

Ïîñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî äîêàçàòü ÷òî îïåðàòîðû M è M1 òîæå ñòðîãî ïîëîæè-
òåëüíû, ò.å. (Mx, x) > 0, (M1x, x) > 0.

Ïðè λ ∈ Λ−j èìååì

J − Z∗j JZj < 0, (M2x, x) < 0, (M0x, x) < 0.

Äàëåå lj ∈ L̃xj ,λ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà∫ xj

cj

Ψ∗j (ξj , λ, lj)Sj (ξj , λ) Ψj (ξj , λ, lj) dξj ≥ Jml. (14)

Ïóñòü lj ∈ L̃xj ,λ è x′j < xj . Òîãäà F (xj , λ, lj) ≥ 0 è

F
(
x′j , λ, lj

)
≤
∫ x′j

cj

Ψ∗j (ξj , λ, lj)Sj (ξj , λ) Ψj (ξj , λ, lj) dξj − Jml ≥

≥
∫ xj

cj

Ψ∗j (ξj , λ, lj)Sj (ξj , λ) Ψj (ξj , λ, lj) dξj − Jml = F (xj , λ, lj) .

Òàêèì îáðàçîì, ïðèλ ∈ Λ−j ìàòðè÷íûå êðóãè (13) ìîíîòîííî óáûâàþò (âëîæåíû
äðóã â äðóãå) ñ âîçðàñòàíèåì xj → bj .
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Îáîçíà÷åíèå
⋂
bj>xj>cj

L̃xj ,λ = L̃. Òîãäà åñëè l ∈ L̃ òî∫ xj

cj

Ψ∗j (ξj , λ, lj)Sj (ξj , λ) Ψj (ξj , λ, lj) dξj ≥ Jml (15)

è íàîáîðîò, åñëè âûïîëíåíî (15), òî lj ∈ L̃ (ïðåäåëüíûé ìàòðè÷íûé êðóã äëÿλ ∈ Λ−j ).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè λ ∈ Λ+
j

⋃
Λ−j , òî èìååì∫ xj

cj

Ψ∗j (ξj , λ, lj) |Sj (ξj , λ)|Ψj (ξj , λ, lj) dξj ≥ |Jml| . (16)

Ïóñòü òåïåðü

l1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
1
0
· · ·
0
0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, l2 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
0
1
· · ·
0
0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, · · · , lrj =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
0
0
· · ·
0
1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
. (17)

îðòâåêòîðû. Íàïèøåì ñîîòíîøåíèå (16) äëÿλ ∈ Λ+
j è íà âåêòîðàõ l1, l2, . . . , lrj∫ xj

cj

(
Ψ∗j (ξj , λ, lj)Sj (ξj , λ) Ψj (ξj , λ, lj) lj , lj

)
dξj ≤

≤ ((Jml) lj , lj) , j = 1, 2, . . . , rj

èëè ∫ xj

cj

(Sj (ξj , λ) Ψj (ξj , λ, lj) lj ,Ψj (ξj , λ, lj) lj) dξj < +∞.

Ïóñòü

Ψj (ξj , λ, lj) =

∥∥∥∥∥ (Ψj)11 · · · (Ψj)1rj

(Ψj)rj1 · · · (Ψj)rjrj

∥∥∥∥∥ . (18)

Òîãäà èç (17) è (18) ïîëó÷àåì

Ψjl1 =

∥∥∥∥∥∥∥
(Ψj)11
...

(Ψj)rj1

∥∥∥∥∥∥∥ = K1
j (ξj , λ) ,Ψjl2 =

∥∥∥∥∥∥∥
(Ψj)12
...

(Ψj)rj2

∥∥∥∥∥∥∥ = K2
j (ξj , λ) . . . ,

Ψjlrj =

∥∥∥∥∥∥∥
(Ψj)1rj
...

(Ψj)rjrj

∥∥∥∥∥∥∥ = K
rj
j (ξj , λ) .

38



Òàêèì îáðàçîì∫ xj

cj

(
Sj (ξj , λ)Km

j (ξj , λj) ,K
m
j (ξj , λ)

)
dξj < +∞, m = 1, 2, . . . , rj (19)

è â îáùåì ñëó÷àå äëÿ λ ∈ Λ+
j

⋃
Λ−j èìååì ôóíêöèè Km

j (ξj , λ) m = 1, 2, . . . , rj îáëàäà-
þùèå ñâîéñòâîì ∫ xj

cj

(
|Sj (ξj , λ)|Km

j (ξj , λj) ,K
m
j (ξj , λ)

)
dξj < +∞. (20)

Çäåñü âåêòîð-ôóíêöèè K1
j (ξj , λ) ,K2

j (ξj , λ) , . . . ,Km
j (ξj , λ) ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Òàê êàê ýòè âåêòîðû ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñòîëáöàìè ìàòðèöû Ψj (ξj , λ, lj)
è èç óñëîâèÿ (2) ïîëó÷àåì

det Ψj (cj , λ, lj) = det (θj (cj , λ) +Gj (cj , λ) lj) = det (Erjlj) = det lj ,

det Ψ1
j (cj , λ) = det

(
θ′j (cj , λ) +G′j (cj , λ) lj

)
= detErj = 1.

Òåïåðü èññëåäóåì âñåâîçìîæíûå ñëó÷àè ïðèíàäëåæíîñòè è íåïðèíàäëåæíîñòè
òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé
y1 (x1, λ)⊗ y2 (x2, λ)⊗ · · · ⊗ yn (xn, λ) (ñ r1 × r2 × · · · × rn êîìïîíåíòîì) ïðîñòðàíñòâó
ñ âåñîì L2 (Jb, Q(x)dx), ãäå

x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Jb = [c1, b1)× · · · × [cn, bn) .

×èñëî òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé y1 (x1, λ) ⊗ · · · ⊗ yn (xn, λ) ïðèíàäëåæàùèõ
L2 (Jb, Q(x)dx) íàçîâåì èíäåêñîì äåôåêòà ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîé çàäà÷è (1) â ñèí-
ãóëÿðíîì êîíöå â (ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå λ).

Çäåñü

Q(x) = det

∥∥∥∥∥∥∥∥
(ρ2)1A

t
11 + (ρ1)1B

t
11 (ρ2)2A

t
12 + (ρ1)2B

t
12 · · · (ρ2)nA

t
1n + (ρ1)nB

t
1n

(ρ2)1A
t
21 + (ρ1)1B

t
21 (ρ2)2A

t
22 + (ρ1)2B

t
22 · · · (ρ2)nA

t
2n + (ρ1)nB

t
2n

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
(ρ2)1A

t
n1 + (ρ1)1B

t
n1 (ρ2)2A

t
n2 + (ρ1)2B

t
n2 · · · (ρ2)nA

t
nn + (ρ1)nB

t
nn

∥∥∥∥∥∥∥∥ =

=
n∏
k=1

(ρ2)k · det

∥∥∥∥∥∥∥∥
At11A

t
12 · · ·At1n

At21A
t
22 · · ·At2n

· · · · · · · · · · · ·
Atn1A

t
n2 · · ·Atnn

∥∥∥∥∥∥∥∥+
n∏
k=1

(ρ1)k · det

∥∥∥∥∥∥∥∥
Bt

11B
t
12 · · ·Bt

1n

Bt
21B

t
22 · · ·Bt

2n

· · · · · · · · · · · ·
Bt
n1B

t
n2 · · ·Bt

nn

∥∥∥∥∥∥∥∥
ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöà�ôóíêöèåé ðàçìåðà r1 × r2 × · · · × rn. Î÷åâèäíî, ÷òî

Q(x)y1 ⊗ · · · ⊗ yn =
∑
σ

εσQ
t
1,σ(1) · · ·Q

t
n,σ(n)y1 ⊗ · · · ⊗ yn =

=
∑
σ

εσ

(
Qt1,σ(1)y1

)
⊗
(
Qt2,σ(2)y2

)
⊗ · · · ⊗

(
Qtn,σ(n)yn

)
=
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+
∑
σ

εσ

(
At1,σ(1)y1

)
⊗
(
At2,σ(2)y2

)
⊗ · · · ⊗

(
Atn,σ(n)yn

)
+

+
∑
σ

εσ

(
Bt

1,σ(1)y1

)
⊗
(
Bt

2,σ(2)y2

)
⊗ · · · ⊗

(
Bt
n,σ(n)yn

)
.

Ïîýòîìó

(Q(x)y1 ⊗ · · · ⊗ yn, y1 ⊗ · · · ⊗ yn) =
∑
σ

εσ

(
Qt1,σ(1)y1, y1

)
· · ·
(
Qtn,σ(n)yn, yn

)
=

=
∑
σ

εσ

(
At1,σ(1)y1, y1

)
· · ·
(
Atn,σ(n)yn, yn

)
+
∑
σ

εσ

(
Bt

1,σ(1)y1, y1

)
· · ·
(
Bt
n,σ(n)yn, yn

)
=

= det {(Ajkyj , yj)}nj,k=1 + det {(Bjkyj , yj)}nj,k=1 =

= det
{(
y∗jAjkyj

)}n
j,k=1

+ det
{(
y∗jBjkyj

)}n
j,k=1

.

Îòñþäà âûòåêàåò, òàêæå ÷òî îïåðàòîðû
(
Atjk

)rj
j,k=1

è
(
Bt
jk

)rj
j,k=1

äåéñòâóþùèå

âcr1,...,rn ÿâëÿþòñÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûìè.
Ïóñòü λ ∈ Λ è λ ∈ Rn. Òîãäà õîòÿ áû äëÿ îäíîé êîîðäèíàòû λt òî÷êè λ èìååì

(ρ2)t 6= 0,(ρ1)t 6= 0.
Ðàññìîòðèì

(A (xj) (y1 (x1, λ)⊗ · · · ⊗ yn (xn, λ)) , (y1 (x1, λ)⊗ · · · ⊗ yn (xn, λ))) +

(B (xj) (y1 (x1, λ)⊗ · · · ⊗ yn (xn, λ)) , (y1 (x1, λ)⊗ · · · ⊗ yn (xn, λ))) =

= det {Ajk (xj) yj (xj , λ) , yj (xj , λ)}nj,k=1 + det {Bjk (xj) yj (xj , λ) , yj (xj , λ)}nj,k=1 =

= det

∥∥∥∥∥∥
(A11y1, y1) · · · (A1ty1, y1) · · · (A1ny1, y1)
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

(An1yn, yn) · · · (Antyn, yn) · · · (Annyn, yn)

∥∥∥∥∥∥+

+ det

∥∥∥∥∥∥
(B11y1, y1) · · · (B1ty1, y1) · · · (B1ny1, y1)
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

(Bn1yn, yn) · · · (Bntyn, yn) · · · (Bnnyn, yn)

∥∥∥∥∥∥ =

= (A1t (x1) y1 (x1) , y1 (x1))A(1,t) (x2, . . . , xn) + (A2t (x2) y2 (x2) , y2 (x2)) ·

·A(2,t) (x1, x3, . . . , xn) + · · ·+ (Ant (xn) yn (xn) , yn (xn))A(n,t) (x1, x2, . . . , xn−1) +

+ (B1t (x1) y1 (x1) , y1 (x1))B(1,t) (x2, x3, . . . , xn) + (B2t (x2) y2 (x2) , y2 (x2)) ·

·B(2,t) (x1, x3, . . . , xn) + · · ·+ (Bnt (xn) yn (xn) , yn (xn))B(n,t) (x1, x2, . . . , xn−1)

Äàëåå, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

Sj (xj , λ) = Tj (xj) +
n∑
k=1

((ρ2)k Ajk (xj) + (ρ1)k Bjk (xj)) ,
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Ajt =
1

(ρ2)k
Sj (xj , λ)− 1

(ρ2)t
Tj (xj)−

n∑
k = 1
k 6= t

(ρ2)k
(ρ2)t

Ajk (xj) , j = 1, n, (21)

Bjt =
1

(ρ1)k
Sj (xj , λ)− 1

(ρ1)t
Tj (xj)−

n∑
k = 1
k 6= t

(ρ1)k
(ρ1)t

Bjk (xj) , j = 1, n (22)

Èç (??), (21) è (22) ïîëó÷àåì:

(A(x)y1 ⊗ · · · ⊗ yn, y1 ⊗ · · · ⊗ yn) =

n∑
q=1

(Aqt (xq) yq (xq, λ) , yq (xq, λ))×

×
(
A(q,t) (x1, . . . , x̂q, . . . , xn)

)
=

1

(ρ2)t

n∑
q=1

(Sq (xq, λ) yq (xq, λ) , yq (xq, λ))×

×
(
A(q,t) (x1, . . . , x̂q, . . . , xn)

)
=

1

(ρ2)t

n∑
q=1

(Tq (xq) yq, yq)
(
A(q,t) (x1, . . . , x̂q, . . . , xn)

)
−

−
n∑
q=1

n∑
k = 1
k 6= t

(ρ2)k
(ρ2)t

(Aqk (xq) yq, yq)
(
A(q,t) (x1, . . . , x̂q, . . . , xn)

)
, (23)

è

(B(x)y1 ⊗ · · · ⊗ yn, y1 ⊗ · · · ⊗ yn) =
n∑
q=1

(Bqt (xq) yq (xq, λ) , yq (xq, λ))×

×
(
B(q,t) (x1, . . . , x̂q, . . . , xn)

)
=

1

(ρ1)t

n∑
q=1

(Sq (xq, λ) yq (xq, λ) , yq (xq, λ))×

×
(
B(q,t) (x1, . . . , x̂q, . . . , xn)

)
− 1

(ρ1)t

n∑
q=1

(Tq (xq) yq, yq)×

×
(
B(q,t) (x1, . . . , x̂q, . . . , xn)

)
−

n∑
q=1

n∑
k = 1
k 6= t

(ρ1)k
(ρ1)t

(Bqk (xq) yq, yq)
(
B(q,t) (x1, . . . , x̂q, . . . , xn)

)
.

(24)
ãäå çíàê ”Λ” íàä ïåðåìåííîé îçíà÷àåò ïðîïóñêàíèå ýòîé ïåðåìåííîé.

Äàëåå, èìååì

(A(x)y1 ⊗ · · · ⊗ yn) = det {(Ajkyj , yj)}nj,k=1 =
1

(ρ2)t
×

41



×

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

(A11y1y1) · · · (S1y1y1)− (T1y1y1)−
∑n

k = 1
k 6= t

(ρ2)k (A1k (x1) y1, y1) · · · (A1ny1, y1)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
(An1yn, yn) · · · (Snyn, yn)− (Tnyn, yn)−

∑n

k = 1
k 6= t

(ρ2)k (Ank (xn) yn, yn) · · · (Annyn, yn)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
è

(B(x)y1 ⊗ · · · ⊗ yn) = det {(Bjkyj , yj)}nj,k=1 =
1

(ρ2)t
det×

×

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

(B11y1y1) · · · (S1y1y1)− (T1y1y1)−
∑n

k = 1
k 6= t

(ρ1)k (B1k (x1) y1, y1) · · · (B1ny1, y1)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
(Bn1ynyn) · · · (Snynyn)− (Tnynyn)−

∑n

k = 1
k 6= t

(ρ1)k (Bnk (xn) yn, yn) · · · (Bnnyn, yn)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Ïîýòîìó äëÿ ïðîèçâîëüíîå òî÷êè b′ ∈ (c, b) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå
ñîîòíîøåíèå∫

[c,b′)
(A(x)y1 ⊗ · · · ⊗ yn, y1 (xn, λ)⊗ · · · ⊗ yn (xn, λ)) dx1 . . . dxn =

=
1

(ρ2)t

∫
[c,b′)

n∑
q=1

(Sqyq, yq)A
(q,t)
jk (x1, . . . , x̂q, . . . , xn) dx−

− 1

(ρ2)t

∫
[c,b′)

n∑
q=1

(Tqyq, yq)A
(q,t)
jk dx− 1

(ρ2)t

n∑
q=1

∫
[cq ,b′q)

n∑
k = 1
k 6= t

(ρ2)k (Aqkyq, yq)A
(q,t)
qk dx,

∫
[c,b′)

(B(x)y1 ⊗ · · · ⊗ yn, y1 (x1, λ)⊗ · · · ⊗ yn (xn, λ)) dx1 . . . dxn =

=
1

(ρ1)t

∫
[c,b′)

n∑
q=1

(Sqyq, yq)B
(q,t)
jk (x1, . . . , x̂q, . . . , xn) dx−

− 1

(ρ1)t

∫
[c,b′)

n∑
q=1

(Tqyq, yq)B
(q,t)
jk dx− 1

(ρ1)t

n∑
q=1

∫
[cq ,b′q)

n∑
k = 1
k 6= t

(ρ1)k (Bqkyq, yq)B
(q,t)
qk dx.

Èòàê, ñóùåñòâóåò íîìåð t ∈ {1, 2, . . . , n} òàêîé, ÷òî∫
[c,b′)

(Ay1 ⊗ · · · ⊗ yn, y1 ⊗ · · · ⊗ yn) dx =
1

(ρ2)t

n∑
q=1

∫
[cq ,b′q]

(Sqyq, yq) dxq·
∫
· · ·
∫
A(q,t)dx1 · · ·

42



· · ·
Λ
dxq · · · dxn −

1

(ρ2)t

n∑
q=1

∫
[cq ,b′q)

(Tqyq, yq) dxq ·
∫
· · ·
∫
A(q,t)dx1 · · ·

Λ
dxq · · · dxn,

∫
[c,b′)

(By1 ⊗ · · · ⊗ yn, y1 ⊗ · · · ⊗ yn) dx =
1

(ρ1)t

n∑
q=1

∫
[cq ,b′q]

(Sqyq, yq) dxq·
∫
· · ·
∫
B(q,t)dx1 · · ·

· · ·
Λ
dxq · · · dxn −

1

(ρ1)t

n∑
q=1

∫
[cq ,b′q)

(Tqyq, yq) dxq ·
∫
· · ·
∫
B(q,t)dx1 · · ·

Λ
dxq · · · dxn.

Ñ ó÷åòîì âèäà àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé A(q,t) (x1, . . . , x̂q · · ·xn) è

B(q,t) (x1, . . . , x̂q · · ·xn) ïðåäûäóùåé ôîðìóëû ïîëó÷èì:∫
[c,b′)

det {(Ajkyj , yj)}nj,k=1 dx =
1

(ρ2)t

n∑
q=1

{∫ b′q

cq

(Sqyq, yq) dxq·

·(−1)q+t
∑
σ̂

∫ b′q

cq

(
A1,σ(1)y1, y1

)
dx1 · · ·

∫ b′q

cq

Λ
dxq · · ·

∫ b′n

cn

(
An,σ(1)yn, yn

)
dxn−

− 1

(ρ2)t

n∑
q=1

∫ b′q

cq

(Tqyq, yq) dxq(−1)q+t
∑
σ̂

∫ b′1

c1

(
A1,σ(1)y1, y1

)
dx1 · · ·

∫ b′n

cn

(Anyn, yn) dxn

(25)∫
[c,b′)

det {(Bjkyj , yj)}nj,k=1 dx =
1

(ρ1)t

n∑
q=1

{∫ b′q

cq

(Sqyq, yq) dxq·

·(−1)q+t
∑
σ̂

∫ b′1

c1

(
B1,σ(1)y1, y1

)
dx1 · · ·

∫ b′q

cq

Λ
dxq · · ·

∫ b′n

cn

(
Bn,σ(1)yn, yn

)
dxn−

− 1

(ρ1)t

n∑
q=1

∫ b′q

cq

(Tqyq, yq) dxq(−1)q+t
∑
σ̂

∫ b′1

c1

(
B1,σ(1)y1, y1

)
dx1 · · ·

∫ b′n

cn

(Bnyn, yn) dxn.

(26)

Èç (25) ïðè q = 1 ïîëó÷àåì:∫
[c,b′)

det {(Ajkyj , yj)}nj,k=1 dx =
1

(ρ2)t

∫ b′1

c1

(S1y1, y1) dx1·

·(−1)1+t
∑
σ̂

∫ b′2

c2

(
A2,σ(2)y2, y2

)
dx2 · · ·

∫ b′n

cn

(
An,σ(n)yn, yn

)
dxn − · · · , (t /∈ σ(2), · · · , σ(n))

è àíàëîãè÷íî ïðè q = n ïîëó÷èì:∫
[c,b′)

det {(Ajkyj , yj)}nj,k=1 dx =
1

(ρ2)t

∫ b′n

cn

(Snyn, yn) dxn·
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·(−1)n+t
∑
σ̂

∫ b′1

c1

(
A1,σ(1)y1, y1

)
dx1 · · ·

∫ b′n−1

cn−1

(
An−1,σ(n−1)yn−1, yn−1

)
dxn−1−

· · · , (t /∈ σ(1), · · · , σ(n− 1)) .

Èç (26) ïðè q = 1 ïîëó÷èì:∫
[c,b′)

det {(Bjkyj , yj)}nj,k=1 dx =
1

(ρ1)t

∫ b′1

c1

(S1y1, y1) dx1·

·(−1)1+t
∑
σ̂

∫ b′2

c2

(
B2,σ(2)y2, y2

)
dx2 · · ·

∫ b′n

cn

(
Bn,σ(n)yn, yn

)
dxn−· · · , (t /∈ σ(2), · · · , σ(n)) ,

è àíàëîãè÷íî ïðè q = n ïîëó÷èì∫
[c,b′)

det {(Bjkyj , yj)}nj,k=1 dx =
1

(ρ1)t

∫ b′n

cn

(Snyn, yn) dxn·

·(−1)n+t
∑
σ̂

∫ b′1

c1

(
B1,σ(1)y1, y1

)
dx1 · · ·

∫ b′n−1

cn−1

(
Bn−1,σ(n−1)yn−1, yn−1

)
dxn−1−

· · · , (t /∈ σ(1), · · · , σ(n− 1)) .

Òàêèì îáðàçîì, çäåñü ó÷àñòâóþò âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû {(Ajkyj , yj)}nj,k=1 è

{(Bjkyj , yj)}nj,k=1 êðîìå åå t-ãî ñòîëáöà.

Îòñþäà ïîëó÷èì, ÷òî åñëè âñå (Ajkyj , yj) è (Bjkyj , yj)(k 6= t)¾ïîä÷èíåíû¿ (Sjyj , yj)
à òàêæå (Tjyj , yj)¾ïîä÷èíåíû¿(Sjyj , yj), òî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå Ψ1⊗· · ·⊗Ψn ïðè-
íàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L2 ([c, b) ;Q(x)dx).

Òåïåðü ïîèíòåðåñóåìñÿ äðóãèìè âîçìîæíûìè ðåøåíèÿìè èçL2 ([c, b) ; |sj | dxj).
Ðàññìîòðèì ôîðìóëó (5)∫ xj

cj

y∗j (ξj , λ)Sj (ξj , λ)Yj (ξj , λ) dξj =
1

2i
W
[
G∗j , Gj

]∣∣∣∣∣
xj

cj

·

Òîãäà èç (2) ïîëó÷àåì

W
[
G∗j , Gj

]
(cj) = 2i

(
G∗j (cj , λ)G′j (cj , λ)−

[
G∗j (cj , λ)

]′
·Gj (cj , λ)

)
= 0.

Äàëåå

W
[
G∗j , Gj

]
(xj) = 2i

(
G∗j (xj , λ)G′j (xj , λ)−

[
G∗j (xj , λ)

]′
·Gj (xj , λ)

)
= 2iM2 (xj , λ) .

Òîãäà ∫ xj

cj

G∗j (ξj , λ)Sj (ξj , λ)Gj (ξj , λ) dξj = M2 (xj , λ) .
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Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè xj < x′j , M2 (xj , λ) < M2

(
x′j , λ

)
.

Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò
lim
xj→bj

M2 (xj , λ) ≡M2(λ) ≥ 0.

Òîãäà åñëè M2(λ) > 0, òî ïî îïðåäåëåíèþ èìååì ïðåäåëüíîãî
êðóãà{l : F (xj , λ, lj) ≤ 0} , åñëè kerM2(λ) 6= {0}, òî ñëó÷àé ïðåäåëüíîé òî÷êè.

Åñëè ìàòðèöàM2 (xj , λ) íåâûðîæäåííàÿ äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé j ∈ {1, 2, . . . , n} ,
òî ìîæíî íàéòè äîïîëíèòåëüíûå òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ðåøåíèé, ïðèíàäëåæàùèå
ïðîñòðàíñòâó L2 ([cj , b) ; |Sj | dx).

Ýòè ñîîáðàæåíèÿ ïîçâîëèò îöåíèòü ÷èñëî òàêèõ ïðîèçâåäåíèé, ò.å. ÷èñëà ðåøå-
íèé ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèÿ îò ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîé ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé (1) ïîëó÷àåòñÿ òàê: Ýòî ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûìè íà êàæäîé
êîìïîíåíòå.Nk, k = 1, 2, . . . , 2nìíîæåñòâî λ ∈ Λ.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè (Bjk (xj))rj×rj ÿâëÿåòñÿ Orj×rj ìàòðèöåé, ïîëó÷àåòñÿ ([5],[6]).
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