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Ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì

îäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî ïó÷êà 4-ãî ïîðÿäêà ñ òðåõ-

êðàòíûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êîðíåì

Ñ.À. Àëèåâ

Àííîòàöèÿ. Â ïðîñòðàíñòâå L2(0,∞) ðàññìîòðåí ïó÷îê äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ 4-
ãî ïîðÿäêà, êîãäà ãëàâíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì èìååò êîðåíü i (ìíèìàÿ åäèíèöà)
ñ êðàòíîñòüþ òðè è ïðîñòîé êîðåíü (−i) ñ íîðìèðîâàííûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè â íóëå,
÷èñëî óñëîâèé êîòîðûõ, çàâèñèò îò ìåñòîïîëîæåíèÿ ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà λ â êîìïëåêñ-
íîé ïëîñêîñòè. Íà êîýôôèöèåíòû äèôôåðåíöèàëüíîãî âûðàæåíèÿ íàëîæåíû òàêèå óñëîâèÿ,
êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò ñóùåñòâîâàíèÿ îïåðàòîðà ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïåðåâîäÿùåå ðåøåíèÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ â ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùåå òîëüêî ãëàâíûå ÷ëåíû. Äîêàçà-
íî, ÷òî åñëè ïó÷îê èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî íåâåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è íå èìååò
ñïåêòðàëüíûõ îñîáåííîñòåé, òîãäà äëÿ ãëàäêîé äî 7-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f(x), ÿâëÿþùàÿñÿ
ôèíèòíîé â îêðåñíîñòè íóëÿ è áåñêîíå÷íîñòè, èìååò ìåñòî ðàâíîìåðíî ñõîäÿùàÿñÿ äëÿ âñåõ
x ∈ [0,∞) ôîðìóëà ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì äèñêðåòíîãî ñïåê-
òðà è ïî ãëàâíûì ôóíêöèÿì íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà. Ðåçóëüòàòû îáîáùåíû è íà ñëó÷àé, êîãäà
èìåþòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ñïåêòðàëüíûõ îñîáåííîñòåé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñïåêòð, ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå, ðåçîëüâåíòà, ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð
2010 Mathematics Subject Classi�cations: 34B27, 47E05

Â ïðîñòðàíñòâå L2(0,∞) ðàññìîòðèì ïó÷îê äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ Lαλ ,
ïîðîæäåííûé äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

l

(
x,

d

dx
, λ

)
y ≡

(
d

dx
− iλ

)3( d

dx
+ iλ

)
y + r(x)

dy

dx
+ (λp(x) + q(x)) y = 0, (1)

è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

Uv(y) = αv0y(0, λ) + dv1y
′(0, λ) + αv2y

′′(0, λ) + αv3y
′′′(0, λ) = 0, v = 1, 3 (2)

ãäå λ-ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, r(x), p(x), q(x)-êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè, îïðåäå-
ëåííûå è íåïðåðûâíûå íà ïîëóîòðåçêå [0,∞), ñîîòâåòñòâåííî, èìåþùèå íåïðåðûâíûå
ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà 3,4,5 âêëþ÷èòåëüíî, à òàêæå ñõîäÿòñÿ èíòåãðàëû

∞∫
0

x4
∣∣∣r(s)(x)

∣∣∣ dx <∞, s = 0, 3;

∞∫
0

x4
∣∣∣p(s)(x)

∣∣∣ dx <∞, s = 0, 5;
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∞∫
0

x4
∣∣∣q(s)(x)

∣∣∣ dx <∞, s = 0, 4; (3)

αvk ôèêñèðîâàííûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî ôîðìû Uv(y) ëèíåéíî íåçàâèñèìû,
à ÷èñëî ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ìåñòîíàõîæäåíèÿ ïàðàìåòðà
λ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, çäåñü v = 1, 3, k = 0, 3.

Ðàçëè÷íûå âîïðîñû â àñïåêòå ïðÿìîãî ñïåòêðàëüíîãî àíàëèçà è îáðàòíûõ çàäà÷,
ñâÿçàííûå ñ òåîðèåé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ïó÷êîâ, çàäàííûõ íà êîíå÷-
íûõ èíòåðâàëàõ [2-6,10,15,17] è áåñêîíå÷íûõ èíòåðâàëàõ [1,2,8,9,11-14,16,18,19], êàê
â ñëó÷àå ïðîñòûõ êîðíåé [3,4,8,9,12,17], òàê è ñëó÷àÿõ êðàòíûõ êîðíåé [1,2,6-9,13-
16,18] ãëàâíîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà, ñ êîýôôèöèåíòàìè, óäîâëåòâîðÿþùè-
ìè îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì àëãåáðàè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé [6,8,10], ñ ócëîâèÿìè èíòå-
ãðèðóåìîñòè [13,14,16,19], à òàêæå ñ ïåðèîäè÷åñêèìè è ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôè-
öèåíòàìè è èõ ìàëûìè âîçìóùåíèÿìè [5,8,12,18], èíòåíñèâíî èçó÷àëèñü âïîñëåäñòâèè
âïëîòü äî íàñòîÿùåãî âðååìåíè. Â ðåçóëüòàòå ñîçäàíà îïðåäåëåííàÿ ñïåêòðàëüíàÿ òåî-
ðèÿ ðåãóëÿðíûõ è ñèíãóëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ïó÷êîâ òîëüêî â ñëó÷àå ïðîñòûõ
êîðíåé ãëàâíîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà.

Ïîêà íå ñîçäàíà âïîëíå îïðåäåëåííàÿ ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ ñèíãóëÿðíûõ ïó÷êîâ
ñ êðàòíûìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè êîðíÿìè. Èçó÷åíèå ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ïî
ýëåìåíòàì ðåøåíèé ñèíãóëÿðíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ ñ êðàòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè
ïðåäñòàâëÿåò îñîáûé ïî òðóäíîñòè è ìàëîèçó÷åííûé ðàçäåë, îòíîñÿùèéñÿ ê îáîáùåí-
íîé òåîðèè ðÿäîâ ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì äèñêðåòíîãî ñïåêòðà è ïî
ãëàâíûì ôóíêöèÿì íåïðåðûâíîãî ñïåòêðà. Â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ äâóêðàòíûõ êîðíåé
ãëàâíîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ïîëó÷åíû ôîðìóëû êðàòíîãî ñïåòêðàëüíîãî
ðàçëîæåíèÿ â ðàáîòàõ [13,14].

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé [16,19], ãäå èññëåäîâàíî
óðàâíåíèå (1) è ïîñòðîåíû îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïåðåâîäÿùåå ðåøåíèÿ óðàâíå-

íèÿ
(
d
dx − iλ

)3 ( d
dx + iλ

)
y = 0 â ðåøåíèÿ óðâíåíèÿ (1). Â ÷àñòíîñòè, â [16] äîêàçàíî,

÷òî óðàâíåíèå (1) èìååò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé yj(x, λ), j = 1, 4, êîòî-
ðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

lim
x→∞

[
yj(x, λ)− xj−1eiλx

]
= 0, j = 1, 3, Imλ ≥ 0;

lim
x→∞

[
yj(x, λ)− e−iλx

]
= 0, Imλ ≤ 0. (4)

Òàì æå, äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò ÿäðà K±j (x, t), òàêèå, ÷òî

yj(x, λ) = xj−1eiλx +
∞∫
x
K±j (x, t)eiλtdt, Imλ ≥ 0

y4(x, λ) = e−iλx +
∞∫
x
K−4 (x, t)e−iλtdt, Imλ ≤ 0,

(5)
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Ïðè ýòîì K±j (x, t), j = 1, 4 óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

l

(
x,

∂

∂x
,±i ∂

∂t

)
K±j (x, t) = 0 (6)

è èìåþò ìåñòî

lim
x+t→∞

∂α+βK±j (x, t)

∂xα∂tβ
= 0, α+ β ≤ 4,

∞∫
x

∣∣∣K±j (x, t)
∣∣∣2 dt <∞, (7)

À â ðàáîòå [19] ïîêàçàíî, ÷òî ïó÷îê Lαλ ìîæåò èìåòü â îòêðûòîé íèæíåé è îò-
êðûòîé âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòÿõ êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé,
à íåïðåðûâíûé ñïåêòð çàïîëíÿåò âñþ äåéñòâèòåëüíóþ îñü, ãäå ìîãóò íàõîäèòñÿ ñïåê-
òðàëüíûå îñîáåííîñòè. Òàì æå, äîêàçàíî, ÷òî ðåçîëüâåíòà ïó÷êà ÿâëÿåòñÿ îãðàíè-
÷åííûì èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì, îïðåäåëåííûì íà âñåì ïðîñòðàíñòâå L2(0,∞), ñ
ÿäðîì òèïà Êàðëåìàíà.

Çäåñü ìû â ñóùåñòâåííîì ñëåäóåì òîìó æå ñîäåðæàòåëüíîìó ïîäõîäó, ÷òî è â
[11], ãäå èçó÷åí âîïðîñ ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ, êîãäà èìåþòñÿ äâå ðàçëè÷íûå õà-
ðàêòåðèñòè÷åêèå êîðíè ñ îäèíàêîâîé êðàòíîñòè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî ïó÷êà 4-ãî
ïîðÿäêà, íî àíàëèòè÷åñêèå âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ íàðóøàíèåì ñèììåòðè÷íîñòè ðàñ-
ïîëîæåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êîðíåé íà ëó÷àõ, èñõîäÿùèõ èç íà÷àëà êîîðäèíàò,
ñåé÷àñ òðåáóþò çíà÷èòåëüíî áîëüøåãî âíèìàíèÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D ñîâîêóïíîñòè âñåõ ôóíêöèé y(x, λ) ∈ L2(0,∞) òàêèõ, ÷òî:

1) ïðîèçâîäíûå yν(x, λ), ν = 0, 3 ñóùåñòâóþò, àáñîëþòíî íåïðåðûâíû â êàæäîì
êîíå÷íîì èíòåðâàëå [0, b], b > 0, ïðè êàæäîì λ : ±Imλ ≥ 0;

2) l
(
x, ddx , λ

)
y ∈ L2(0,∞). Äàëåå, ÷åðåõ Dα îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü òåõ ôóíêöèé

èç D, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (2). Îïðåäåëèì Lαλ òàê: îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
åñòü Dα è Lαλ = l

(
x, ddx , λ

)
y ïðè y ∈ D.

Ïóñòü òåïåðü L∗
(
x, ddx , λ

)
z-ñîïðÿæåííîå ê l

(
x, ddx , λ

)
y äèôôåðåíöèàëüíîå âûðà-

æåíèå. Îáîçàí÷èì ÷åðåç D∗ ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé z(x, λ) ∈ L2(0,∞), òàêõ, ÷òî:

1) ïðîèçâîäíûå z(ν)(x, λ), ν = 0, 3 ñóùåñòâóþò è àáñîëþòíî íåïðåðûâíû â êàæäîì
êîíå÷íîì èíòåðâàëå [0, b], b > 0, ïðè êàæäîì λ : ±Imλ ≥ 0;

2) l∗
(
x, ddx , λ

)
z ∈ L2(0,∞) .

Ïîñêîëüêó èìååò ìåñòî ôîðìóëà Ëàãðàíæà

∞∫
0

l

(
x,

d

dx
, λ

)
y(x, λ) · z(x, λ)dx = P (ξ, η) |∞0 +

∞∫
0

y(x, λ)l∗
(
x
d

dx
, λ

)
z(x, λ)dx,

ãäå P (ξ, η)-áèëèíåéíàÿ ôîðìà îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ

ξ =
(
y(0), y′(0), y′′(0), y′′′(0), y(∞), y′(∞), y′′(∞), y′′′(∞)

)
η =

(
z(0), z′(0), z′′(0), z′′′(0), z(∞), z′(∞), z′′(∞), z′′′(∞)

)
,
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òî äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé y(x, λ) ∈ D, z(x, λ) ∈ D∗ áóäåì èìåòü

∞∫
0

[
l

(
x,

d

dx
, λ

)
y(x, λ) · z(x, λ)− y(x, λ) · l∗

(
x
d

dx
, λ

)
z

]
dx = P (ξ, η) |0 ,

òàê êàê äëÿ ëþáîé ôóíêöèè y(x, λ) ∈ D èìååò ìåñòî ïðè x → ∞ ñõîäèìîñòü ê íóëþ
ïðîèçâîäíûõ y(ν)(x, λ), ν = 0, 3.

Îïðåäåëèì òåïåðü ñîïðÿæåííûé ê Lαλ îïåðàòîð (Lαλ)∗. Îí ïîðîæäàåòñÿ äèôôåðåí-
öèàëüíûì âûðàæåíèåì

l∗λ

(
x,

d

dx
, λ

)
z = z′ν(x)− 2iλz′′′(x)−

(
−2iλ

3
+ r(x)

)
z′(x)+

+
[
λp(x) + q(x)− r′(x)

]
z(x) (8)

è ñîïðÿæåííûìè ê (2) íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

U∗ν (z) = βν0z(0, λ) + βνiz
′(0, λ) + βν2z

′′(0, λ) + βν3z
′′′(0, λ) = 0, ν = 1, 3, (9)

ãäå êîýôôèöèåíòû βνk, ν = 1, 3, k = 0, 3 âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû (2) è r(0).
Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ýòîãî îïåðàòîðà ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè èç D∗ óäîâëåòâîðÿþùèì
óñëîâèÿì (9).

Òàê êàê ñîïðÿæåííûì äëÿ óðàâíåíèÿ

l∗λ

(
x,

d

dx
, λ

)
z(x, λ) = 0 (10)

ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèå (1), òî â ñèëó ñèììåòðèè P (ξ, η) |0 , ïó÷îê Lαλ ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåí-
íîé ê (Lαλ)∗.

Â ðàáîòå [18] âûâåäåíû ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ ÿäðà K±(x, ξ, λ) ðåçîëüâåíòû
R±αλ â âåðõíåé è íèæíåé ïîëóïëîñêîñòÿõ:

K±(x, ξ, λ) =


3∑
i=1

[
h+
i (ξ, λ) + ω+

i (ξ, λ)
]
y+
i−1(x, λ), ïðè ξ < x

3∑
i=1

[
h+
i (ξ, λ)y+

i−1(x, λ)− ω+
4 (ξ, λ)

]
y−0 (x, λ), ïðè ξ > x

(11)

ãäå y1, y2, y3, y4 èç ôîðìóëû (5) ïåðåíóìåðîâàíû íà y+
0 , y

+
1 , y

+
2 , y

−
0 ; h+

i (x, λ) = Ai(λ)
A(λ) ·

ω+
4 (ξ, λ), A(λ) = det ‖Uv(yk)‖3v,k=1 6= 0, Ai(λ) îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷åííûé èç A(λ) çà-

ìåíîé Uv(yi) íà Uv(y4); ω+
i (ξ, λ) = z+

5−i(ξ, λ), i = 1, 4, z+
i (x, λ), i = 1, 4 ÿâëÿþòñÿ

ðåøåíèÿì óðàâíåíèÿ (10);

K−(x, ξ, λ) =


[
h−(ξ, λ) + ω−1 (ξ, λ)

]
y−0 (x, λ), ïðè ξ < x

h−(ξ, λ)y−0 (x, λ)−
4∑
i=2

ω−i (ξ, λ)y+
i−2(x, λ), ïðè ξ > x

(12)
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ãäå

h−(x, λ) =
1

Uv(y
−
0 )

4∑
i=2

Uv
(
y+
i−2

)
ω−i (ξ, λ), z−5−i(ξ, λ) = ω−i (ξ, λ), i = 1, 4.

Àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû äëÿ ÿäðà ðåçîëüâåíòà
(
R±αλ

)∗
ñîïðÿæåííîãî ïó÷êà

(
L±αλ

)∗
ìîæíî íàïèñàòü â îáîèõ îòêðûòûõ ïîëóïëîñêîñòÿõ λ : ±Imλ > 0. Ïðè ýòîì

K±(x, ξ, λ) = K±∗(ξ, x, λ).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïó÷êè Lαλ è (Lαλ)∗ èìåþò êîíå÷íîå ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
è ôóíêöèè

A(λ) = det ‖Ui(yk)‖3i,k=1 , B(λ) = Uv(y4)

A∗(λ) = det
∥∥U+

v (zk)
∥∥3

i,k=1
, B∗(λ) = Uv(z1) (13)

ãäå ν îäíî èç ÷èñåë 1,2,3, íà âåùåñòâåííûå îñè íå îáðàùàþòñÿ â íóëü.

Åñëè ïðè íåêòîðîì η > 0 èìååò ìåñòî

exp(ηx)
∣∣∣r(v)(x)

∣∣∣ ∈ L1(0,∞), exp(ηx)
∣∣∣p(v)(x)

∣∣∣ ∈ L1(0,∞), ν = 0, 1;

exp(ηx) |q(x)| ∈ L1(0,∞), òî ïó÷îê ìîæåò èìåòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî íåâåùåñòâåííûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Òîãäà ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (14) èç [19] äëÿ ïðîèçâîäíûõ(

y±j (x, λ)
)(k)

, j = 1, 4, k = 1, 3 :

(
y±j (x, λ)

)(k)
= e±iλx

k∑
v=0

(±i)vλvCvk (xj)(k−v)+

+e±iλx
k∑

µ=0

λνg±µ,k,j(x) +

∞∫
x

∂kK±j (x, t)

∂xk
e±iλtdt,

ãäå

g±kk0 = 0, g±0,1,j = −K±j (x, x), g±1,2,j = ∓K±j (x, x), K±j (x, x) =

= ± 1

8i

∞∫
x

ξjp(ξ)(ξ − x)dx+
1

8

∞∫
x

ξjr(ξ) [i− ξ] dξ,

d

dx
K±j (x, x) = ∓ 1

8i

∞∫
x

ξjp(ξ)dξ − 1

8
(i− x)xjr(x).

g±02j(x) = − d

dx
K±j (x, x)−

∂K±j (x, t)

∂x
|t=x ,

g±23j(x) = ±ig±12j(x), g±13j(x) = g±12j(x)′ ± ig±02j(x)
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è îöåíêè
∂kK±j (0,t)

∂xk
|x=0 , k = 0, 3 èç [16] ïîëó÷àåì, ÷òî A(λ), B(λ) ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìà-

ìè îïðåäåëåííûé ñòåïåíè ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæ-
äåíèÿ èìååò ìåñòî è äëÿ ôöíêöèé A∗(λ), B∗(λ).

Ïóñòü K0(x, ξ, λ) = K±0 (x, ξ, λ)-ãëàâíàÿ ÷àñòü ÿäðà ðåçîëüâåíòà Rαλ îïåðàòîðà
Lαλ . Ïî ôîðìóëàì (11) è (12) îíî ñîîòâåòñòâóåò äèôôåðåíöèàëüíîìó âûðàæåíèþ
l
(
x. ddx , λ

)
y òîëüêî ñî ñòàðøèìè êîýôôèöèåíòàìè. Ôóíêöèÿ

K(x, ξ, λ) =

{
K+(x, ξ, λ), + ïðè Imλ > 0
K−(x, ξ, λ), − ïðè Imλ < 0

(14)

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

δ(x− ξ) =
∂4K(x, ξ, λ)

∂x4
− 2iλ

∂3K(x, ξ, λ)

∂x3
+ 2iλ3∂K(x, ξ, λ)

∂x
− λ4K(x, ξ, λ)+

+r(x)
∂K(x, ξ, λ)

∂x
+ (λp(x) + q(x))K(x, ξ, λ). (15)

Ôóíêöèþ K(x, ξ, λ) áóäåì èñêàòü èç óðàâíåíèÿ

K(x, ξ, λ) = K0(x, ξ, λ) +K1(x, ξ, λ) (16)

ãäå K1(x, ξ, λ)-ïîêà íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, ôóíêöèÿ K0(x, ξ, λ)-óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-
íèþ

δ(x− ξ) =
∂4K0(x, ξ, λ)

∂x4
− 2iλ

∂3K0(x, ξ, λ)

∂x3
+ 2iλ3∂K0(x, ξ, λ)

∂x
− λ4K0(x, ξ, λ). (17)

Ïîäñòàâëÿÿ (16) â (15) èìååì

δ(x− ξ) =
∂4K1(x, ξ, λ)

∂x4
− 2iλ

∂3K1(x, ξ, λ)

∂x3
+ 2iλ3∂K1(x, ξ, λ)

∂x
− λ4K1(x, ξ, λ)+

+r(x)
∂K1(x, ξ, λ)

∂x
+ (λp(x) + q(x))K1(x, ξ, λ)+

+r(x)
∂K0(x, ξ, λ)

∂x
+ (λp(x) + q(x))K0(x, ξ, λ).

Òîãäà

l

(
x,

d

dx
, λ

)
K1(x, ξ, λ) = −

[
r(x)

∂K0(x, ξ, λ)

∂x
+ (λp(x) + q(x))K0(x, ξ, λ)

]
.

Îòñþäà

K1(x, ξ, λ) = −L−1
λ

{
r(x)

∂K0(x, ξ, λ)

∂x
+ (λp(x) + q(x))K0(x, ξ, λ)

}
=
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= −
∞∫

0

K(x, ξ, λ)

{
r(η)

∂K0(η, ξ, λ)

∂η
+ (λP (η) + q(η))K0(η, ξ, λ)

}
dη .

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèèK1(x, ξ, λ) ïîäñòàâëÿÿ â (16), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå
óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî K(x, ξ, λ):

K(x, ξ, λ) =

= K0(x, ξ, λ)−
∞∫
0

K(x, η, λ)

{
r(η)

∂K0(η, ξ, λ)

∂η
+ (λp(η) + q(η))K0(η, ξ, λ)

}
dη.

(18)

Âû÷èñëÿÿ àñèìïòîòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ñèñòåì ðåøåíèé óðàâ-
íåíèÿ lλ

(
x, ddx , λ

)
y = 0 òîëüêî ñî ñòàðøèìè êîýôôèöèåíòàìè, äëÿ êàæäîãî λ èç îò-

êðûòîé âåðõíåé è íèæíåé ïîëóïëîñêîñòÿõ ïîëó÷àåì ñïðàâåäëèâîñòè íåðàâåíñòâî

∞∫
0

{
r(η)

∂K0(η, ξ, λ)

∂η
+ (λp(η) + q(η))K0(η, ξ, λ)

}
dη < 1 (19)

äëÿ âñåõ x èç [a,∞), ãäå a äîñòàòî÷íî áîëüøîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî.
Ðåøàÿ èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (18), ïîëó÷èì, ÷òî ÿäðîK(x, ξ, λ) äîïóñêàåò àñèìï-

òîòèêó ïðè
K(x, ξ, λ) = K0(x, ξ, λ) [1 + 0(1)] . (20)

Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ïî ôîðìóëàì (11), (12) ìîæíî ïîëó÷èòü
îöåíêó

|K(x, ξ, λ)| ≤ C(x, ξ)

|λ|
, |λ| → ∞, (21)

ãäå C(x, ξ) îãðàíè÷åííàÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ îòíîñèòåëüíî x, ξ èç (0,∞).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(x) ãëàäêàÿ äî 7-ãî ïîðÿäêà ôèíèòíàÿ ôóíêöèÿ â îêðåñòíîñòè

íóëÿ è áåñêîíå÷íîñòè. Òðè ðàçà èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì, íàõîäèì, ÷òî

∞∫
0

K(x, ξ, λ)f(ξ)dξ =
f(x)

λ4
+O

(
1

λ5

)
. (22)

Ïîëîæèì

y±(x, λ) =

∞∫
0

K±(x, ξ, λ)f(ξ)dξ,
+ ïðè Imλ > 0
− ïðè Imλ < 0.

(23)

Âîçüìåì îêðóæíîñòè ΓN = {λ : |λ| = N} áîëüøîãî ðàäèóñà N ñ öåíòðîì â íà÷àëå
êîîðäèíàò. Ïîëîæèì ΓN,ε = Γ+

N,ε + Γ−N,ε (ãäå Γ−N,ε çàìêíóòûé êîíòóð â âåðõíåé ïîëó-

ïëîñêîñòè, îáðàçîâàííûé ïîëóîêðóæíîñòüþ ΓN, è ïðÿìîé Imλ = +ε, à Γ−N,ε êîíòóð,
îáðàçîâàííûé ïîëóîêðóæíîñòüþ ΓN , íàõîäÿùèéñÿ â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè è ïðÿìîé
Imλ = −ε).
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Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç Γ′N ïîëóîêðóæíîñòü ïîëóêðóãà Γ+
N , ìîæåì çàïèñàòü

I+
N =

1

2π
√
−1

∫
Γ+
N

Rλf dλ =
1

2π
√
−1

∫
Γ
′
N

Rλf dλ+

∫
Γ+
N\Γ

′
N

Rλf dλ.

Åñëè n1-÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, òî ïî òåîðåìå Êîøè

1

2π
√
−1

∫
Γ+
N

R+
λ f dλ =

n1∑
i=1

Res
[
R+
λ f
]
λ=λi

+
1

2π
√
−1

N∫
−N

R+
λ f dλ .

Àíàëîãè÷íî îáîçíà÷àÿ ÷åðåç Γ′′N ïîëóîêðóæíîñòü ïîëóêðóãà Γ−N èìååì

I−N =
1

2π
√
−1

∫
Γ
′′
N,

Rλf dλ+
1

2π
√
−1

∫
Γ−N\Γ

′′
N

Rλf dλ

è åñëè n2-÷èñëî ñîáñòâåííûõ çà÷åíèé â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè, òî

1

2π
√
−1

∫
Γ′′N

R−λ f dλ =

n2∑
i=1

Res
[
R−λ f

]
λ=λi

+
1

2πΓ
√
−1

N∫
−N

R−λ f dλ .

Òàê êàê ïðè N →∞ è ε→ 0

lim
N→∞
ε→0

1

2π
√
−1

∫
ΓN

y(x, λ) dλ =
1

2π
√
−1

∞+io∫
−∞+io

R+
λ f dλ+

1

2π
√
−1

−∞−io∫
∞−io

R−λ f dλ,

òî ïîëó÷èì

f(x) =
1

2π
√
−1

+∞∫
−∞

λ3
[
R+
λ+io −R

−
λ−io

]
f dλ+

n1∑
i=1

Res
[
λ3R+

λ f
]
λ=λi

+

+

n2∑
k=1

Res
[
λ3R−λ f

]
λ=λi

, (24)

ãäå [
R+
λ+io −R

−
λ−io

]
f =

∞∫
0

[
K+(x, ξ, λ+ i0)−K−(x, ξ, λ− i0)

]
f(ξ)dξ .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
Òåîðåìà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïó÷îê Lαλ èìååò êîíå÷íîé ÷èñëî íåâåùåñòâåííûõ

ñîáñòâåííûõ çàí÷åíèé, è íå èìååò ñïåêòðàëüíûõ îñîáåííîñòåé. Òîãäà äëÿ ãëàäêîé äî
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7-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f(x), ÿâëÿþùàÿñÿ ôèíèòíîé â îêðåñòíîñòè íóëÿ è áåñêîíå÷íî-

ñòè, èìååò ìåñòî ðàâíîìåðíî ñõîäÿùàÿñÿ äëÿ âñåõ x ∈ [0,∞) ôîðìóëà ðàçëîæåíèÿ

(24).
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà èìåþòñÿ ñïåêòðàëüíûå îñîáåííîñòè. Ïóñòü òàêèìè ÿâ-

ëÿþòñÿ òî÷êè µk, k = 1, r. Îáîçíà÷èì ÷åðåç γk, k = 1, r îêðóæíîñòè ñ öåíòðà-
ìè â òî÷êàõ µk, k = 1, r äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàäèóñà, òàê ÷òîáû ýòè îêðóæíîñòè
íå ïåðåñåêàëèñü è íå îõâàòûâàëè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Äàëåå ÷åðåç Γ îáîçíà÷èì
òå ÷àñòè äåéñòâèòåëüíîé îñè, êîòîðûå ëåæàò âíå êîíòóðîâ γk. Âîçüìåì îêðóæíîñòü
ΓN = {λ : |λ| = N} äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ðàäèóñà N ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.
Ïîëîæèì ΓN = Γ′N + Γ′′N , ãäå Γ′N (Γ′′N ) êîíòóð, ñîñòîÿùèé èç ïîëóîêðóæíîñòè ðà-
äèóñà N â âåðõíåé (íèæíåé) ïîëóïëîñêîñòè, îõâàòûâàþùåé âåðõíèé (íèæíèé) áåðåã
ðàçðåçà ïî äåéñòâèòåëüíîé îñè è îáõîäÿùèé òî÷êè µk, k = 1, r â âåðõíåé (íèæíåé)
ïîëóïëîñêîñòè. Ñîõðàíÿÿ ðàññóæäåíèÿ èç [11], ïîëó÷àåòñÿ ôîðìóëà (24) â òàêîì âè-
äîèçìåíåíèè:

f(x) =
1

2π
√
−1

∫
Γ

λ3
[
R+
λ −R

−
λ

]
f dλ+

n1∑
i=1

Re s
[
λ3R+

λ f
]
λ=λi

+

+

n2∑
k=1

R s
[
λ3R−λ f

]
λ=λk

+

r∑
k=1

Re s
[
λ3Rλf

]
λ=µk

. (25)
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