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Î ðàçðåøèìîñòè îäíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ îäíîðîä-

íîãî îïåðàòîðíîãî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ÷åò-

âåðòîãî ïîðÿäêà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

Ã.Ì. Ýéâàçëû

Àííîòàöèÿ. Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû îäíîçíà÷íîé è êîððåêòíîé

ðàçðåøèìîñòè îäíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ îäíîðîäíîãî îïåðàòîðíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðè íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ

îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðíîãî êîýôôèöèåíòà äîêàçûâåòñÿ òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè åäèíñòâåí-

íîãî ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.
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ÏóñòüH−ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ f, g ∈ H
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìû ýëåìåíòîâ îïðåäåëèì (f, g)H è ‖f‖H ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü A ñàìîñîïðÿæåííûé ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå
H ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(A). Äëÿ âñåõ p ≥ 0 îïðåäåëèì îïåðàòîð Ap ñ îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ D (Ap).

D (Ap) ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì Hp îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ (f, g)Hp = (Apf, Ap

g)H . Ïðè p = 0 ñ÷èòàåì, ÷òî H0 = H.
Ïóñòü L2 ([0, 1];H) åñòü ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî âåêòîð-ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ

ïî÷òè âñþäó â [0,1] ñî çíà÷åíèÿìè â H ñ íîðìîé

‖f‖L2([0,1];H) =

 1∫
0

‖f(t)‖2H dt

1/2

.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ f, g îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

(f, g)L2([0,1];H) =

1∫
0

(f(t), g(t))H dt.

Îïðåäåëèì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî W 4
2 ([0, 1] ;H) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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W 4
2 ([0, 1] ;H) =

{
u(t) : u(IV )(t) ∈ L2 ([0, 1];H) , A4u(t) ∈ L2 ([0, 1];H)

}
.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìà ýëåìåíòîâ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(u, v)W 4
2 ([0,1];H) =

1∫
0

(
u(IV )(t), v(IV )(t)

)
H
dt+

1∫
0

(
u(t), A4v(t)

)
H
dt

‖u(t)‖W 4
2 ([0,1];H) =

∥∥∥u(IV )(t)
∥∥∥2
L2([0,1];H)

+
∥∥A2u(t)

∥∥2
L2([0,1];H)

.

Èç òåîðåìû î ñëåäàõ [1] ñëåäóåò, ÷òî åñëè u(t) ∈W 4
2 ([0, 1] ;H), òî

u(k)(0) ∈ H4−k− 1
2
, u(k)(1) ∈ H4−k− 1

2
, k = 0, 1, 2.

Çäåñü âñå ïðîèçâîäíûå ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé [1].

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ îäíîðîäíîãî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà:

Lu = u(IV ) +A4u = 0, t ∈ [0, 1] (1)

u(0) = ϕ0, u′(0) = ϕ1, u(1) = ψ0, u′(1) = ψ1 (2)

Çäåñü

ϕ0, ψ0 ∈ H7/2, ϕ1, ψ1 ∈ H5/2.

Îïðåäåëåíèå 1. Åñëè ïðè âñåõ ϕ1, ψ1 ∈ H7/2, ϕ1, ψ1 ∈ H5/2 ñóùåñòâóåò âåêòîð-
ôóíêöèÿ u(x) ∈ W 4

2 ([0, 1] ;H) , êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ. (1) ïî÷òè âñþäó
íà [0,1], à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2) âûïîëíÿþòñÿ â ñìûñëå

lim
t→0
‖u(t)− ϕ0‖H7/2 = 0, lim

t→0

∥∥u′(t)− ϕ1

∥∥H7/2 = 0,

lim
t→1−0

‖u(t)− ψ0‖H7/2 = 0, lim
t→1−0

∥∥u′(t)− ψ1

∥∥H5/7 = 0,

òî çàäà÷à (1)-(2) íàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íî è êîððåêòíî ðàçðåøèìîé è âåêòîð-ôóíêöèÿ
u(t) íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (1)-(2).

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì è ïîëîæèòåëüíî-
îïðåäåëåííûì îïåðàòîðîì â ïðîñòðàíñòâå H. Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à (1)-(2) ÿâëÿåòñÿ
êîððåêòíî è îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìîé â ïðîñòðàíñòâå W 4

2 ([0, 1] ;H).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñòàòüå [5] íàìè èññëåäîâàíà ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ (1) ïðè ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèÿõ

u(0) = u′(0) = 0, u(1) = u′(1) = 0. (3)

Äîêàçàíà òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè åäèíñòâåííîãî òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è
(1)-(3).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ω1, ω2, ω3, ω4 êîðíè óðàâíåíèÿ ω4 + 1 = 0. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

ω1 = − 1√
2

(1 + i), ω2 = − 1√
2

(1− i), ω3 =
1√
2

(1 + i), ω4 =
1√
2

(1− i).

Êàê âèäíî Reω1 < 0, Reω2 < 0, Reω3 > 0, Reω4 > 0.
Îáùèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) â ïðîñòðàíñòâå èìååò âèä

u(t) = eω1Atx1 + eω2Atx2 + eω3A(1−t)x3 + eω4A(1−t)x4. (4)

Çäåñü x1, x2, x3, x4 ÿâëÿþòñÿ èñêîìûìè íåèçâåñòíûìè âåêòîðàìè èç ïðîñòðàíñòâà
H7/2.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåêòîðîâ x1, x2, x3, x4 èñïîëüçóåì êðàåâûå óñëîâèÿ (2). Â ðåçóëü-
òàòå ïîëó÷èì: 

x1 + x2 + e−ω3Ax3 + e−ω4Ax4 = ϕ0

ω1Ax1 + ω2Ax2 + ω3Ae
−ω3Ax3 + ω4Ae

−ω4Ax4 = ϕ1

eω1Ax1 + eω2Ax2 + x3 + x4 = ψ0

ω1Ae
ω1Ax1 + ω2Ae

ω2Ax2 + ω3Ax3 + ω4Ax4 = ψ1 .

Îòñþäà ïîëó÷àåì:
x1 + x2 + e−ω3Ax3 + e−ω4Ax4 = ϕ0

ω1x1 + ω2x2 + ω3e
−ω3Ax3 + ω4e

−ω4x4 = A−1ϕ1

eω1Ax1 + eω2Ax2 + x3 + x4 = ψ0

ω1e
ω1Ax1 + ω2e

ω2Ax2 + ω3x3 + ω4x4 = A−1ψ1 .

(5)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆(λ) ñëåäóþùóþ îïåðàòîðíóþ ìàòðèöó

∆(λ) =


E E e−ω3A e−ω4A

ω1E ω1E ω3e
−ω3A ω3e

−ω3A

eω1A eω1A E E
ω1e

ω1A ω2e
ω2A ω3E ω4E


∆(A) : H4

7/2 = H7/2 × H7/2 × H7/2 × H7/2 → H7/2 ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð-ìàòðèöåé.

Â íàøåé ðàáîòå [5] ïîêàçàíî, ÷òî îïåðàòîð-ìàòðèöà â èíòåðâàëå [µ0,∞) èìååò îãðà-
íè÷åííóþ îáðàòíóþ, ò.å.

∥∥∆−1(A)
∥∥ ≤ C, ãäå µ0-íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå

îïåðàòîðà A. Ïðèìåì ñëåäóþùèå îîáîçíà÷åíèÿ

X =


x1
x2
x3
x4

 , Y =


ϕ0

A−1ϕ1

ψ0

A−1ψ1

 .
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Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé (5) çàïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

∆(A)X = Y. (6)

Óðàâíåíèå (6) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå è ýòî ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

X = ∆−1(A)Y.

Îòñþäà íåèçâåñòíûå âåêòîðû îïðåäåëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Îäíîâðåìåí-
íî ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ u(t), îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé (4), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çà-
äà÷è (1)-(2). Äëÿ ðåøåíèÿ u(t) â ïðîñòðàíñòâå W 4

2 ([0, 1] ;H) ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ
îöåíêó:

‖u(t)‖W 4
2 ([0,1];H) ≤

∥∥eω1tAx1
∥∥
W 4

2 ([0,1];H)
+
∥∥eω2Atx2

∥∥
W 4

2 ([0,1];H)
+

+
∥∥∥eω3(1−t)Ax3

∥∥∥
W 4

2 ([0,1];H)
+
∥∥∥eω4(t−1)Ax4

∥∥∥
W 4

2 ([0,1];H)
≤

≤ c
(
‖ϕ0‖H7/2

+ ‖ϕ1‖H7/2
+ ‖ψ0‖H7/2

+ ‖ψ1‖H7/2

)
. (7)

Èç îöåíêè (7) ïîëó÷àåì îäíîçíà÷íóþ è êîððåêòíóþ ðàçðåøèìîñòü ãðàíè÷íîé çà-
äà÷è (1)-(2). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî êîððåêòíàÿ ðàçðåøèìîñòü íåêîòîðûõ êëàññîâ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ
îïåðàòîðíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà èññëåäîâàíà â ðàáîòàõ [2],
[3], à îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ îïåðàòîðíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ðàññìîòðåíà â ðàáîòå [4].

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ, äîêòîðó
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó Ã.È. Àñëàíîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷ è öåí-
íûå ñîâåòû.
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