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Îïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå çåìåëüíîãî ó÷àñòêàÕ. Äæ. ÝôåíäèåâàÀííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå çåìåëüíîãî ó÷àñòêà ìåæäó ïðîèçâîäèòåëÿìèòàê, ÷òîáû îáùàÿ ïðèáûëü áûëà áû ìàêñèìàëüíîé. Ñòðîèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëüðàññìîòðåííîé ýêîíîìè÷åñêîé çàäà÷è. Äàëåå ýòà çàäà÷à, äèñêðåòèçèðóÿñü, ïðèâîäèòñÿ êçàäà÷å öåëî÷èñëåííûå ïðîãðàììèðîâàíèå.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, äèñêðåòèçàöèÿ, îïòèìèçàöèÿ, ìàêñèìàëüíàÿïðèáûëü, öåëî÷èñëåííîå ïðîãðàììèðîâàíèå.2000 Mathematics Subject Classi�cations: 65K10, 90C051. ÂâåäåíèåÎïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ðåñóðñîâ - òàêîå ðàñïðåäåëåíèå ðåñóðñîâ, êîòîðîåîáåñïå÷èâàåò íàèëó÷øåå, íàèáîëåå ýôôåêòèâíîå èõ èñïîëüçîâàíèå. Îñíîâîéîïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ ÿâëÿåòñÿ èõ îãðàíè÷åííîñòü, ÷òî òðåáóåò èõèñïîëüçîâàíèÿ (ñîîòâåòñòâåííî ðàñïðåäåëåíèÿ) ñ ó÷åòîì êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè.Ïðîáëåìà îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé (ëèíåéíîãî è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ò. ä.). Ïðèýòîì âñå ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè íàïðàâëåíû íà òî, ÷òîáû îáåñïå÷èòüìèíèìóì çàòðàò, ëèáî ìàêñèìóì ýôôåêòà ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ïî îáúåìó ðåñóðñîâ èïîòðåáíîñòåé â íèõ.Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå çåìåëüíîãî ó÷àñòêà ìåæäóïðîèçâîäèòåëÿìè òàê, ÷òîáû îáùàÿ ïðèáûëü áûëà áû ìàêñèìàëüíîé. Ñòðîèòñÿìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàññìîòðåííîé ýêîíîìè÷åñêîé çàäà÷è. Äàëåå ýòî çàäà÷à,äèñêðåòèçèðóÿñü, ïðèâîäèòñÿ ê çàäà÷å öåëî÷èñëåííîìó ïðîãðàììèðîâàíèþ.Ðàññìîòðåííàÿ â ðàáîòå çàäà÷à ýêîíîìè÷åñêè òàêæå èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê èãðîâàÿçàäà÷à î äåëåæå íåîäíîðîäíîãî ïèðîãà ïî óòèëèòàðíîìó ïðèíöèïó.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÏóñòü n ïðîèçâîäèòåëåé õîòÿò îñóùåñòâèòü ñâîþ öåëü, èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì âñåïðîèçâîäèòåëüíûå ó÷àñòêè, êîòîðûå îêðóæàþò îáëàñòü D ⊂ R2. Äîïóñòèì, ÷òî äàíàhttp://www.jcam.azvs.az 6 c© 2011 JCAM All rights reserved.



Îïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå çåìåëüíîãî ó÷àñòêà 7ïëîùàäü èñïîëüçîâàííîãî ó÷àñòêà êàæäîãî ó÷àñòíèêà è ýòè ïëîùàäè îáîçíà÷åíû,ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç C1, C2, ..., Cn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç fk(x), x ∈ D, ôóíêöèþ,êîòîðàÿ õàðàêòåðèçèðóåò ïîêàçàòåëü çíà÷èòåëüíîñòè ïî îáëàñòè Dk-ãî ó÷àñòíèêà.Åñëè ïî îáëàñòè D ôóíêöèÿ fk(x) äëÿ êàæäîãî k ïîñòîÿííàÿ, òî çàäà÷à íàçûâàåòñÿîäíîðîäíîé.Åñëè â ïîäìíîæåñòâå D0 ⊂ Dfk(x) = 0 , òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èñïîëüçîâàíèåîáëàñòè D0 íå äàåò íèêàêîé ïîëüçû k−ìó ó÷àñòíèêó.
Äîïóñòèì, ÷òî k-ûé ó÷àñòíèê èñïîëüçóåò Dk, òîãäà åãî ïðîèçâîäèòåëüíûé îáúåì(ïðèáûëü) âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùåé âåëè÷èíîé:

Jk(Dk) =

∫

Dk

fk(x)dx, k = 1, n. (1)Çäåñü öåëü ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðàñïðåäåëèòü ó÷àñòîê D ìåæäó n ïðîèçâîäèòåëÿìè òàê,÷òîáû èõ îáùàÿ ïðèáûëü áûëà áû ìàêñèìàëüíîé. Ýòó çàäà÷ó ìàòåìàòè÷åñêè ìîæíîçàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
J(D1,D2, ...,Dn) =

n
∑

k=1

∫

Dk

fk(x)dx → max, (2)
mesDk = Ck k = 1, n, (3)

n
⋃

k=1

Di = D, Di

⋂

Dj = ∅ , i 6= j. (4)Çäåñü mesDk ïëîùàäü îáëàñòè Dk. ßñíî, ÷òî óñëîâèå mesDk = Ck ìîæíîçàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
∫

Dk

dx = Ck , k = 1, n. (5)Óñëîâèå Di

⋂

Dj = ∅ , i 6= j, ýêîíîìè÷åñêè ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàçíûå ó÷àñòíèêè íåìîãóò èñïîëüçîâàòü îäèí è òîò æå ó÷àñòîê.Îáîçíà÷èì ÷åðåç K ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ d = (D1,D2, ...,Dn), êîòîðûåîïðåäåëÿþòñÿ èç âûðàæåíèÿ (4). Äðóãèìè ñëîâàìè,
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K = {d = (D1,D2, ...,Dn) : Di ⊂ R2,

n
⋃

i=1

Di = D, Di

⋂

Dj = ∅ , i 6= j} .Òàêèì îáðàçîì, çäåñü öåëüþ ÿâëÿåòñÿ íàéòè òàêóþ ñîâîêóïíîñòü d = (D1,D2, ...,Dn) ∈
K, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿÿ óñëîâèþ (3) èëè (5), äàëà áû ôóíêöèîíàëó (2) ìàêñèìàëüíîåçíà÷åíèå.Êàê âèäíî, ðàññìîòðåííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìóìàôóíêöèîíàëà, êîòîðûé çàâèñèò îò îáëàñòè. Èññëåäîâàíèå òàêèõ çàäà÷, ñìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ñâÿçàíî ñî ìíîãèìè òðóäíîñòÿìè [1]. Â ñëó÷àå,êîãäà îáëàñòè D1,D2, ...,Dn âûïóêëûå, ïðåäëàãàåìûé â ðàáîòå [3,4] ïîäõîä ìîæíîïðèìåíèòü äëÿ èçó÷åíèÿ çàäà÷è (2)-(4). Îäíàêî, ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðàêòèêè, óñëîâèåâûïóêëîñòè îáëàñòåéD1,D2, ...,Dn ÿâëÿåòñÿ æåñòêèì óñëîâèåì. Ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïðèìåíèì äðóãîé ïîäõîä. Â ýòîì ïîäõîäå ìû íå áóäåì òðåáîâàòüâûïóêëîñòè ó÷àñòêà êàæäîãî ó÷àñòíèêà.Çàìå÷àíèå. ßñíî, ÷òî ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó ýêîíîìè÷åñêè ìîæíî ïîäðóãîìó èíòåðïðåòèðîâàòü. Íàïðèìåð, ïðåäïðèÿòèå, îñóùåñòâëÿþùåå n ÷èñëîïðîèçâîäñòâî, êàê äîëæíî èñïîëüçîâàòü äàííûé êîíêðåòíûé ó÷àñòîê, ÷òîáûäîáûâàòü ìàêñèìàëüíóþ ïðèáûëü.3. Äèñêðåòèçàöèÿ çàäà÷è. Ïðèâåäåíèå åå ê çàäà÷e öåëî÷èñëåííîãîïðîãðàììèðîâàíèÿÄèñêðåòèçèðóÿ äàííóþ îáëàñòü D ñ ìàëûì øàãîì h > 0, çàìåíèì åå ðàâíîìåðíîéñåòêîé D(h). Îáîçíà÷èì ÷åðåç dij ìàëåíüêèé êâàäðàò, ñîîòâåòñòâóþùèé i−ñòðîêå è
j−ñòîëáöó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S òàêóþ ñîâîêóïíîñòü èíäåêñîâ (i, j), i ∈ N, j ∈ N ,÷òîáû dij ∈ S. Äðóãèìè ñëîâàìè,

S = {(i, j) : dij ∈ D(h), i ∈ N, j ∈ N } . (6)Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî mesD = mesD(h).Âîçüìåì ëþáóþ òî÷êó x ∈ dij è ïðèìåì f
(k)
ij = fk(x). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Dk(h)ó÷àñòîê ñåòêè, êîòîðûé áóäåò èñïîëüçîâàòü k−ûé ó÷àñòíèê. Äîïóñòèì, ÷òî øàã hâûáðàí òàêèì îáðàçîì, ÷òî ÷èñëà ck

h2 , ( k = 1, n)- íàòóðàëüíûå . ßñíî, ÷òî ôóíêöèîíàë(1) ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Jk(Dk) =

∫

D

fk(x)Hk(x)dx, k = 1, n.Çäåñü
Hk(x) =

{

1, x ∈ Dk,
0, x /∈ Dk.
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Z

(k)
ij =

{

1, åñëè dij ⊂ Dk(h),
0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. (7)Òîãäà äèñêðåòíûé àíàëîã ôóíêöèîíàëà (1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

Jk = h2
∑

(i,j)∈S

f
(k)
ij z

(k)
ij . (8)ßñíî, ÷òî äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

mesDk(h) = ck,

n
⋃

k=1

Dk(h) = D(h), Dk(h)
⋂

Dp(h) = ∅, k 6= p.Ó÷èòûâàÿ îáîçíà÷åíèÿ (7), óñëîâèå mesDk(h) = ck ìîæíî çàïèñàòü â òàêîé ôîðìå:
h2

∑

(i,j)∈S

z
(k)
ij = ck.À óñëîâèå (4) â äèñêðåòíîé ôîðìå ìîæåò áûòü â âèäå:

n
∑

k=1

z
(k)
ij = 1, (i, j) ∈ S.Äðóãèìè ñëîâàìè èç êâàäðàòà dij ìîæåò èñïîëüçîâàòü ëèøü îäèí ó÷àñòíèê.Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé äèñêðåòíûé àíàëîã çàäà÷è (2)-(4):

J(z) =
n
∑

k=1

∑

(i,j)∈S

f
(k)
ij z

(k)
ij → max, (9)

∑

(i,j)∈S

z
(k)
ij = ck, k = 1, n, (10)

n
∑

k=1

z
(k)
ij = 1, (i, j) ∈ S, (11)

z
(k)
ij ∈ {0; 1} , k = 1, n , (i, j) ∈ S, (12)ãäå c̄k = ck

h
.Îòñþäà âèäíî, ÷òî çàäà÷à (9)-(12) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãîïðîãðàììèðîâàíèÿ. ×òîáû ðåøèòü ýòó çàäà÷ó ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðîãðàììíûéïàêåò "ÌÀÒËÀÁ".Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøàÿ çàäà÷ó (9)-(12), íàéäåíû ïåðåìåííûå z

(k)
ij , k =

1, n , (i, j) ∈ S. Òîãäà èñïîëüçîâàííûé ó÷àñòîê êàæäîãî ó÷àñòíèêà íàéäåòñÿñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Dk =

{

dij : z
(k)
ij = 1, (i, j) ∈ S

}

. (13)Êàê âèäíî èç óñëîâèÿ (13) êâàäðàò dij ìîæåò ïðèíàäëåæàòü ëèøü îäíîé èç ñåòîê
Dk(h), k = 1, n.Çàìå÷àíèå. Äëÿ ðåøåíèÿ ðàññìîòðåííîé íåïðåðûâíîé çàäà÷è ìû ñâîäèìýòó çàäà÷ó ê äèñêðåòíîé çàäà÷å (9)-(12). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðåííàÿ çàäà÷àäèñêðåòèçèðîâàíà ñ ìàëûì øàãîì h. Íóæíî çàìåòèòü, ÷òî ïîñòàâëåííóþ çàäà÷óâ åå ïåðâîíà÷àëüíîé ïîñòàíîâêå ìîæíî áûëî çàäàâàòü è â äèñêðåòíîé ôîðìå. Âýòîì ñëó÷àå, íå òàê âàæíî òðåáîâàòü îò ñòîðîíû h êâàäðàòîâ åå ìàëîñòè, êîòîðûåîáðàçóþò ñåòêó. Â òàêîé ïîñòàíîâêå òðåáóåòñÿ ñåòêó D(h) òàê ðàñïðåäåëèòü ìåæäó
n ó÷àñòíèêàìè, ÷òîáû ïðèîáðåñòè ìàêñèìàëüíóþ ïðèáûëü. Â êàæäîì êâàäðàòå dijçàðàíåå äàíû âåëè÷èíû f

(k)
i j , k = 1, n, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò ïîêàçàòåëè çíà÷èìîñòè
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