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Ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ äëÿâûïîëíåíèÿ ïîòîêà çàäàíèé â çàäàííûå ñðîêè ââû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìåÄæ. Ê. ÊÿçèìîâÀííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåìàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ îïòèìàëüíîãî óïîðÿäî÷åíèÿäëÿ âûïîëíåíèÿ ïîòîêà çàäàíèé â çàäàííûå ñðîêè â âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìå. Èñïîëüçóÿèíòåðâàë î÷åðåäíîñòè è ôóíêöèè øòðàôà çàäàåòñÿ àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîéïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ âûïîëíåíèÿ çàäàíèé. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, â êîòîðîì èíòåðâàëî÷åðåäíîñòè íå çàâèñèò îò âðåìåíè.Key Words and Phrases: îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå, óïîðÿäî÷åíèå çàäàíèé, èíòåðâàëî÷åðåäíîñòè, ñóììàðíûé øòðàô.2000 Mathematics Subject Classi�cations: 68W40, 68Q251. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿÏóñòü íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ìíîæåñòâî N = {1, 2, . . . , n} çàäàíèé ââû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìå. Çàäàíèå k, k = 1 , n ïîñòóïàåò íà âûïîëíåíèå â ìîìåíòâðåìåíè dk ≥ 0 è äëÿ âûïîëíåíèÿ òðåáóåòñÿ tk > 0 åäèíèö âðåìåíè. Íåîáõîäèìî òàêîðãàíèçîâàòü ïðîöåññ âûïîëíåíèÿ, ÷òîáû îí â òîì èëè èíîì ñìûñëå áûë íàèëó÷øèì.Ïðîöåññ âûïîëíåíèÿ ìîæåò áûòü îïèñàí çàäàíèåì êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé, íåïðåðûâíîéñëåâà ôóíêöèè S = S (t), ïðèíèìàþùåé ïðè 0 < t < ∞ îäíî èç çíà÷åíèé 0, 1, 2, . . . , n.Åñëè S (t) = k 6= 0, òî â ìîìåíò âðåìåíè t ïðîöåññîð âûïîëíÿåò çàäàíèå k, åñëè S (t) =
0, òî â ìîìåíò âðåìåíè t, íè îäíî èç çàäàíèé íå âûïîëíÿåòñÿ. Ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿðàñïèñàíèåì [3]. Ðàñïèñàíèå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì [4].Êàæäîìó äîïóñòèìîìó ðàñïèñàíèþ S = S (t) ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð T =
(T1, T2, . . . , Tn ) âðåìåíè çàâåðøåíèÿ âûïîëíåíèÿ çàäàíèé ïðè ýòîì ðàñïèñàíèå.Çíà÷åíèÿ Tk, k = 1, n, òàêîâû, ÷òî S (Tk) = k è S (t) 6= k äëÿ âñåõ t > Tk.Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êà÷åñòâî ðàñïèñàíèÿ S îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì T , ò.å.êàæäîìó ðàñïèñàíèþ S ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå çíà÷åíèå íåêîòîðîé ñêàëÿðíîéôóíêöèè F (T ) âåêòîðà T , îïðåäåëÿåìîãî ðàñïèñàíèåì S.Ôóíêöèÿ F (T ) ïðåäïîëàãàåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé êóñî÷íî-íåïðåðûâíîéîòíîñèòåëüíî âñåõ êîìïîíåíòîâ âåêòîðà T .http://www.jcam.azvs.az 22 c© 2011 JCAM All rights reserved.



Ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ ïîòîêà çàäàíèé... 23Ñëåäóÿ [1],[2], ôóíêöèþ F (T ) ìîæíî çàäàâàòü ñëåäóþùèìè ñïîñîáàìè. Äëÿêàæäîãî çàäàíèÿ k = 1, n çàäàåòñÿ íåóáûâàþùàÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
Φk (x), âûðàæàþùàÿ â êîëè÷åñòâåííîì îòíîøåíèè �øòðàô�, åñëè âûïîëíåíèåýòîãî çàäàíèÿ çàâåðøàåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè x. Â êà÷åñòâå F (T ) âûáèðàåòñÿîäíà èç ôóíêöèé F1 (T ) =

∑n
k=1

Φk (Tk) èëè F2 (T ) = max {Φk (Tk)}. Ôóíêöèè
Φk (x) íàçûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè øòðàôà. Ðàñïèñàíèå, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò âñåìóñëîâèÿì ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì, åñëè åìó ñîîòâåòñòâóåòíàèìåíüøåå çíà÷åíèå F (T ). Â ðàáîòå [1],[2] â ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåìàõ ñòðîèòñÿîïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå è ïîêàçàíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ. Â ðàññìàòðèâàåìîé ðàáîòå, çàäà÷à ñîñòîèòâ ñëåäóþùåì: íàäî íàéòè îïòèìàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ ïîòîêîâçàäàíèé, ãäå ñðåäíèé øòðàô ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå.2. Îïòèìàëüíûå óïîðÿäî÷åíèÿ çàäàíèéÐàññìîòðèì ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ çàäàíèé äëÿ íåêîòîðûõñëó÷àåâ ôóíêöèè øòðàôà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî N çàäàíèé íå óïîðÿäî÷åíî,âñå çàäàíèÿ ïîñòóïàþò â î÷åðåäü íà âûïîëíåíèå îäíîâðåìåííî, â ìîìåíò âðåìåíè
d = 0, êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè ðàñïèñàíèÿ � ñóììàðíûé øòðàô.Ïóñòü çàäàíèÿ i è j âûïîëíÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî äðóã çà äðóãîì è èõ âûïîëíåíèåíà÷èíàåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t ≥ 0. Åñëè ïðè ýòîì ïåðâûì âûïîëíÿåòñÿ çàäàíèå i,òî ñóììàðíûé øòðàô çà âûïîëíåíèå ýòèõ çàäàíèé ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèìîáðàçîì:

F1 (t, i, j) = Φi (t+ ti) + Φj (t+ ti + tj) . (1)Åñëè ïåðâûì âûïîëíÿåòñÿ çàäàíèå j, òî ñóììàðíûé øòðàô çà âûïîëíåíèå ýòèõäâóõ çàäàíèé îïðåäåëÿåòñÿ òàê:
F2 (t, j, i) = Φj (t+ tj) + Φi (t+ ti + tj) . (2)Îïðåäåëÿåì

Rij (t) = F1 (t, i, j)− F2 (t, j, i) . (3)Âåëè÷èíà Rij (t) ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî èçìåíÿåòñÿ ñóììàðíûé øòðàô ïðèïåðåõîäå îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïðè êîòîðîé çàäàíèå i íà÷èíàëî âûïîëíÿòüñÿ âìîìåíò âðåìåíè t íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä çàäàíèåì j. Åñëè Rij (t) < 0,òî ïåðâûìâ ìîìåíò âðåìåíè t ñëåäóåò âûïîëíÿòü çàäàíèå i. Åñëè Rij (t) > 0, òî ïåðâûì âìîìåíò âðåìåíè t ñëåäóåò âûïîëíÿòü çàäàíèå j. Íàêîíåö, åñëè Rij (t) = 0, òî ïîðÿäîêâûïîëíåíèÿ ýòèõ çàäàíèé áåçðàçëè÷åí.Ïîñêîëüêó ôóíêöèè Φi (x) è Φj (x) ïðåäïîëàãàþòñÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûìè âèíòåðâàëå (0, T =
∑n

k=1
tk), òî ýòîò èíòåðâàë ìîæåò áûòü ðàçáèò íà êîíå÷íîå ÷èñëîèíòåðâàëîâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ âåëè÷èíà Rij (t) ïîëîæèòåëüíà, îòðèöàòåëüíà èëèðàâíà íóëþ.



24 Äæ. Ê. ÊÿçèìîâÈíòåðâàë (a, b) íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëîì î÷åðåäíîñòè òèïà i → j, åñëè Rij (t) < 0äëÿ âñåõ t ∈ (a, b). Åñëè Rij (t) > 0 äëÿ âñåõ t ∈ (a, b), òî èíòåðâàë (a, b) íàçûâàåòñÿèíòåðâàëîì î÷åðåäíîñòè òèïà j → i. Ïðè Rij (t) = 0 äëÿ âñåõ t ∈ (a, b) ïîðÿäîêâûïîëíåíèÿ çàäàíèé áåçðàçëè÷åí.Âåëè÷èíà Rij (t) ïî îïðåäåëåíèþ çàâèñèò îò çíà÷åíèé t, ti, tj è ôóíêöèé øòðàôà
Φi (x) è Φj (x). Â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå â ðåçóëüòàòå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèéìîãóò áûòü âûäåëåíû èíòåðâàëû î÷åðåäíîñòè. Íàéäåì òàêèå ïàðû ôóíêöèé Φi (x) è
Φj (x), äëÿ êîòîðûõ çíàê Rij (t) íå çàâèñèò îò t ïðè ëþáûõ ñî÷åòàíèÿõ ti è tj .Äîïóñòèì, ÷òî íåîáõîäèìî âûïîëíÿòü n ðàçëè÷íûõ çàäàíèé íà âû÷èñëèòåëüíîéìàøèíå. Èçâåñòíû äëèòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ êàæäîãî çàäàíèÿ tk è ñðîêD, çà êîòîðûéíåîáõîäèìî âûïîëíèòü ýòè çàäàíèÿ.Òåîðåìà. Ïóñòü Φi (x) è Φj (x)−ñòðîãî âîçðàñòàþùèå íà (0, T ) ôóíêöèè. Äëÿòîãî ÷òîáû âåëè÷èíû Rij (t) íå çàâèñåëè îò t, 0 < t < T , ïðè ëþáûõ ti ≤ tjäîñòàòî÷íî, ÷òîáû Φk (x) = max (x−D, 0), k = i, j; è èíòåðâàë (0, T ) ÿâëÿåòñÿèíòåðâàëîì î÷åðåäíîñòè òèïà i → j.Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì èíòåðâàë î÷åðåäíîñòè ïðè ðàçëè÷íûõ ñî÷åòàíèÿõ ti, tj .Ñ ïîìîùüþ (1)-(3) ïîëó÷èì:

Rij (t) = Φi (t+ ti) + Φj (t+ ti + tj)− Φj (t+ tj)− Φi (t+ ti + tj) =

= max (t+ ti −D, 0) + max (t+ ti + tj−

−D, 0)−max (t+ tj −D, 0)−max (t++ti + tj −D, 0) =

= max (t+ ti −D, 0)−max (t+ tj −D, 0) =

{

ti − tj, t+ ti 6= D, t+ tj 6= D,

0 , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.Îòñþäà ïîëó÷èì, ÷òî Rij (t) ≤ 0, t ∈ (0, T ). Â ýòîì ñëó÷àå Rij (t) íå çàâèñèò îò t è ïðèïîñëåäîâàòåëüíîì âûïîëíåíèè çàäàíèé i è j, çàäàíèå i âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ ïåðâûì.Â ýòîì ñëó÷àå èíòåðâàë (0, T ) ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëîì î÷åðåäíîñòè òèïà i → j.Òåîðåìà äîêàçàíà.Åñëè ôóíêöèåé øòðàôà âîçüìåì Φk (x) = max (x−D, 0), òî ñðåäíèé øòðàô áóäåò
1

n

n
∑

k=1

max
(

tk −D, 0
)

. (4)Çäåñü tk−ôàêòè÷åñêîå âðåìÿ çàâåðøåíèÿ âûïîëíåíèÿ k−ãî çàäàíèÿ.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ çàäàíèé îáîçíà÷èì Ω = (i1, i2, . . , in). Äîïóñòèì,÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: tiν ≤ tiν+1
, ν = 1, n− 1.Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ çàäàíèé Ω = (i1, i2, . . , in)−ÿâëÿåòñÿîïòèìàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ è ñðåäíèé øòðàô (4) ïðèíèìàåò íàèìåíüøååçíà÷åíèå.



Ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ ïîòîêà çàäàíèé... 25Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Rij (t) = 0 îáîçíà÷èì ÷åðåç t0. Èíòåðâàë (−∞, ∞) ìîæíîðàçáèòü íà òðè èíòåðâàëà î÷åðåäíîñòè (−∞, t0), (t0), (t0, ∞). Òèï èíòåðâàëîâ
(−∞, t0) è (t0, ∞) îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì Rij (t) â ýòèõ èíòåðâàëàõ. Ïðè t = t0 ïîðÿäîêâûïîëíåíèÿ çàäàíèé i è j áåçðàçëè÷åí. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, âûïîëíåíèå âñåõ çàäàíèéîñóùåñòâëÿåòñÿ âî âðåìåííîì èíòåðâàëå (0, T ) èëè âî âñÿêîì ñëó÷àå, â èíòåðâàëå
(0, ∞). Ñëåäîâàòåëüíî â ïðàêòè÷åñêîì îòíîøåíèè èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò âûäåëåíèåèíòåðâàëîâ î÷åðåäíîñòè â èíòåðâàëå ïëàíèðîâàíèÿ (0, T ) èëè (0, ∞). Åñëè t0 < 0 èëè
t0 < T−ti−tj, òî (0, T ), ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëîì î÷åðåäíîñòè, òèï êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿçíàêîì Rij (t). Åñëè 0 < t0 < T − ti − tj , òî (0, T ) ðàçáèâàåòñÿ íà òðè èíòåðâàëàî÷åðåäíîñòè. Åñëè t = 0 èëè t0 = T − ti − tj , òî èìååì äâà èíòåðâàëà î÷åðåäíîñòè,îäèí èç êîòîðûõ (t0).3. Îá îäíîì àëãîðèòìå ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòèÎáîçíà÷èì ÷åðåç Dk ≥ 0 æåëàòåëüíîå âðåìÿ çàâåðøåíèÿ âûïîëíåíèÿ çàäàíèé
k = 1, n. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ïðîíóìåðóåì âñå çàäàíèÿ â ïîðÿäêå íå óáûâàíèÿ
Dk. ßñíî ÷òî åñëè tk =

∑k
i=1

ti ≤ Dk, k = 1, n, òî âûïîëíåíèå âñåõ çàäàíèé ìîæåòáûòü çàâåðøåíî â çàäàííûå ñðîêè è îïòèìàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿçàäàíèé Ω∗ = (1, 2, . . , n). Åñëè õîòÿ áû ïðè îäíîì çíà÷åíèè k çíà÷åíèå tk >

Dk, òî íå ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïîëíåíèÿ çàäàíèé, ïðè êîòîðîé ýòèçàäàíèÿ âûïîëíÿëèñü áû â çàäàííûå ñðîêè. Â ýòîì ñëó÷àå F1 (Ω
∗) > 0 è ïîñòðîåíèåîïòèìàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîïðÿæåíî ñ îïðåäåëåííûìè âû÷èñëèòåëüíûìèçàòðóäíåíèÿìè. Â îáùåì ñëó÷àå íå óäàåòñÿ ïîñòðîèòü òàêîãî ðàñïèñàíèÿ, ïðè êîòîðîìâûïîëíåíèå êàæäîãî çàäàíèÿ k çàâåðøàåòñÿ íå ïîçäíåå çàäàííîãî äèðåêòèâíîãî ñðîêà

Dk. Èíûìè ñëîâàìè, êàæäîìó çàäàíèþ k = 1, n îòíåñåíà íåóáûâàþùàÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ øòðàôà
Φk (x) =

{

0, åñëè x ≤ Dk,ïîëîæèòåëüíî, åñëè x > Dk.Ïóñòü Φk (x) åñòü ñòóïåí÷àòûå ôóíêöèè, ò.å. ôóíêöèè âèäà
Φk (x) =

{

0, åñëè x ≤ Dk,

ak > 0, åñëè x > Dk,
ãäå k = 1, n.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ ñïîñîá, ïîñðåäñòâîì êîòîðîãî èç ìíîæåñòâà

N = {1, 2, .. . , n} âñåõ çàäàíèé ìîæåò áûòü âûäåëåíî ïîäìíîæåñòâî B∗, ýëåìåíòûêîòîðîãî îáëàäàþò õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñâîéñòâîì: ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíàÿïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ω∗, ïðè êîòîðîé çàäàíèå k â ñðîê íå âûïîëíÿåòñÿ, òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà k ∈ B∗. Òîãäà î÷åâèäíî, F1 (ω
∗) =

∑

k∈B∗ ak.Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå è ïîñòðîåíèå ñàìîé îïòèìàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòèíå âûçûâàåò çàòðóäíåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ΩB∗−ïðîèçâîëüíàÿïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà B∗, à ωA∗−óïîðÿäî÷åííàÿ ïî âîçðàñòàíèþïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A∗ = N\B∗. Áóäåì âûïîëíÿòü çàäàíèÿâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ω = (ωA∗ , ωB∗). Ó÷èòûâàÿ òîò ôàêò, ÷òî âñå çàäàíèÿïðîíóìåðîâàíû â ïîðÿäêå íå óáûâàíèÿ çíà÷åíèé Dk. Ïîýòîìó çàäàíèå ìíîæåñòâà



26 Äæ. Ê. Êÿçèìîâ
A∗ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ â ñðîê. ×òî êàñàåòñÿ çàäàíèé ìíîæåñòâà B∗, òî íè îäíî èçíèõ ïðè ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå áóäåò âûïîëíåíî â ñðîê, òàê êàê â ïðîòèâíîìñëó÷àå èñõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå áûëà áû îïòèìàëüíîé. Ñëåäîâàòåëüíî,
F1 (ωA∗ , ωB∗) = F1 (ω

∗) è ω = (ωA∗ , ωB∗)− îïòèìàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.Åñëè êàæäîìó çàäàíèþ k = 1, n îòíåñåì ïåðåìåííóþ xk, ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèå1, åñëè k ∈ B∗, è çíà÷åíèå 0, åñëè k ∈ A∗, òî èñêîìîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà
N ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãîïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ n îãðàíè÷åíèÿìè è n áóëåâûìè ïåðåìåííûìè:

n
∑

k=1

akxk → min, (5)
i

∑

k=1

tk (1− xk) ≤ Di, i = 1, n, (6)
xk ∈ {0, 1} , k = 1, n. (7)Ïîëîæèì Zk = max

(

0, tk −Dk

), ãäå tk åñòü ôàêòè÷åñêîå âðåìÿ çàâåðøåíèÿâûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ k, à Dk−ñîîòâåòñòâóþùèé äèðåêòèâíûé ñðîê. Åñëè çàäàíèÿâûïîëíÿþòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ω = {i1, i2, . . . , in}, òî tij =
∑j

k=1
tik . Ïóñòü B ∈

B∗, A = N\B è ωA åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíèé ìíîæåñòâà A, ðàñïîëîæåííûõ âïîðÿäêå èõ âîçðàñòàíèÿ.Íà îñíîâàíèè ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî åñëè ω̄ =
{i1, . . . , ip, . . . , iq}, Zip > 0 è Zij = 0 ïðè j < p, òî â B∗ ñîäåðæèòñÿ ïî êðàéíåéìåðå, îäíî èç çàäàíèé ìíîæåñòâà C = {i1, i2, . . . , ip}.Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷ó (5) - (7) ìîæíî çàìåíèòü ýêâèâàëåíòíîé åé çàäà÷åéöåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, â ðÿäå ñëó÷àåâ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1, 2, . . . , n), êîòîðûìñîîòâåòñòâóåò ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Zk > 0. Èìååì

s
∑

k=1

akxk → min, (8)
i

∑

k=1

tkxk ≥ Zi, i ∈ S, (9)
xk ∈ {0, 1} , k = 1, l. (10)Çäåñü l−íàèáîëüøèé ýëåìåíò ìíîæåñòâà S.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî C̄ ⊆ C ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêèì, åñëè ∑

ij∈c̄ tij ≥ Zipè ∑

ij∈C̆
tij < Zip äëÿ âñåõ ñîáñòâåííûõ ïîäìíîæåñòâ C̆ ìíîæåñòâà C̄. Îäíî èçêðèòè÷åñêèõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà C ñîäåðæèòñÿ â B∗. Ýòîò ôàêò ïîçâîëÿåòîðãàíèçîâàòü öåëåíàïðàâëåííûé ïîèñê îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà N âñåõçàäàíèé íà äâà ïîäìíîæåñòâà A∗ è B∗.



Ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ ïîòîêà çàäàíèé... 27Àëãîðèòì îðãàíèçàöèè òàêîãî ïîèñêà ìîæåò áûòü îïèñàí ñëåäóþùèì îáðàçîì:1. Ïîëîæèì B = B0 = ∅, A = A0 = N\B0 = N è ïîñòðîèì, ωA0 = (1, 2, . . . , n).Åñëè âñå Zk = 0, òî B∗ = B0, A∗ = A0 è ωA0−èñêîìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.Ïóñòü Zp > 0 è Zk = 0 ïðè k < p. Îáðàçóåì âñå êðèòè÷åñêèå ïîäìíîæåñòâà
C0
1
, C0

2
, . . . , C0

p ìíîæåñòâî C = {1, 2, . . . , p}. Ïîëîæèì B1
e = B0

⋃

C0
e , A1

e =
N\B1

e , l = 1, . . . , r0.2. Ïåðåõîäèì ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ðàññìîòðåíèþ ðàçáèåíèé (

A1
e, B

1
e

). Ïîëàãàÿ
B = B1

e , A = A1
e, ñòðîèì ωA1

e
=

(

i1
1
, . . . , i1p1 , . . . , i

1
q11

). Åñëè âñå Z i1j
= 0,òî ñòðîèì ω =

(

ωA1
i
, ωB1

i

), âû÷èñëÿåì F1 (ω) è ïðèïèñûâàåì ýòî çíà÷åíèå
F1 (ω) ðàçáèåíèþ (

A1
i , B

1
i

). Åñëè Zi1p1
> 0 è Zi1j

= 0 ïðè j < p1, òîîáðàçóåì âñå êðèòè÷åñêèå ïîäìíîæåñòâà C1
e1, C

1
e1, . . . , C

1
ere ìíîæåñòâà C1

e =
(

i1
1
, . . . , i1p, . . . , i

1
p1

). Ïîëîæèì B2
et = B1

e

⋃

C1
et, A2

et = N\B2
et, t = 1, . . . , re.3. Ïåðåõîäèì çàòåì ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ðàññìîòðåíèþ ðàçáèåíèé

(

A2
11
, B2

11

)

, . . . ,
(

A2
r0r0

, B2
r0r0

) è ò.ä. Ýòîò ïðîöåññ î÷åâèäíî êîíå÷åí. Âðåçóëüòàòå, áóäåò ïîëó÷åí íàáîð ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà N , êàæäîìó èçêîòîðûõ áóäåò ïðèïèñàíî íåêîòîðîå çíà÷åíèå F1 (ω). Òî èç ðàçáèåíèé, êîòîðîìóïðèïèñàíî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå F1 (ω), ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ðàçáèåíèåì
(A∗, B∗), à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ω = (ωA∗, ωB∗), èñêîìîé îïòèìàëüíîéïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ âûïîëíåíèÿ çàäàíèé.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1] Êÿçèìîâ Ä.Ê., Ãàñàíîâ Õ.À. Îïòèìàëüíûå ðàñïèñàíèÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ çàäàíèéñ çàäàííûì ñðîêîì â ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåìàõ, Èçâåñòèÿ ÍÀÍ Àçåðáàéäæàíà,2011, ò.21, no.3, ñ. 3-8.[2] Êÿçèìîâ Ä.Ê., Ãàñàíîâ Õ.À. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿîïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ äëÿ ïëàíèðîâàíèÿ âû÷èñëåíèé â ðàñïðåäåëåííûõñèñòåìàõ. Ïðîáëåìû èíôîðìàöèîííîé òåõíîëîãèè, 2011, no.1, ñ. 81-86.[3] Òîïîðêîâ Â.Â. Ìîäåëè ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëåíèé. Ì.: Ôèçìàò ëèò., 2004.[4] Òåîðèÿ ðàñïèñàíèé è âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøèí/Ïîä. ðåä. Êîôôìîíà Ý.Ã. - Ì.:Íàóêà, 1984.Äæ. Ê. ÊÿçèìîâÁàêèíñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Óíèâåðñèòåò,Óë. Ç. Õàëèëîâà, 23, Áàêó, ÀçåðáàéäæàíE-mail: dkazimov@mail.ru
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