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Àòòðàêòîðû è èõ Òèïû â Äèññèïàòèâíûõ Ñèñòåìàõ

À.Ø.Êàõðàìàíîâ, Ñ.Á.Áàãèðîâ

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå òèïû àòòðàêòîðîâ è èõ îòëè÷èÿ: ðåãóëÿðíûå,

àòòðàêòîð Ëîçè, ñòðàííûå àòòðàêòîðû è Ëîðåíöà. Äàíî îïðåäåëåíèå àòòðàêòîðà äèññèïà-

òèâíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû, ïðèòÿãèâàþùèå ê ñåáå

íåóñòîé÷èâûå íàíîîáúåêòû è îáðàçóþùèå ñòàöèîíàðíûå ôðàêòàëû.

Ïîêàçàíî, ÷òî àòòðàêòîðû, ïîäîáíû ïðåäåëüíûì öèêëàì, ïðèòÿãèâàþùèå ê ñåáå íåóñòîé÷è-

âûå îáúåêòû èç �áàññåéíîâ� ñèñòåì è îáðàçóþùèå ãåîìåòðè÷åñêèå ôðàêòàëû â äèññèïàòèâíûõ

ñòðóêòóðàõ; ïðèâåäåíû ïðèìåðû òàêèõ ñèñòåì íà ìåæñëîåâûõ ñòðóêòóðàõ.
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1. Ââåäåíèå

Ïðè èçó÷åíèè äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì ïðåäâàðèòåëüíî æåëàòåëüíî ðàññìîòðåòü
ðàçíîâèäíîñòü ñàìîïîääåðæèâàþùèõñÿ âîëí â àêòèâíûõ ñðåäàõ (òàê íàçûâàåìûå àâ-
òîâîëíû). Ê íèì ÷àñòî îòíîñÿò è ñòàöèîíàðíûå óïîðÿäî÷åííûå ðàñïðåäåëåíèÿ � äèñ-
ñèïàòèâíûå ñòðóêòóðû - , îïèñûâàåìûõ äèôôóçèîííûìè óðàâíåíèÿìè. Ïðåæäå ÷åì
ïåðåéòè ê îïèñàíèþ ïîíÿòèÿ àòòðàêòîðà ðàññìîòðèì íåçàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ â äèñ-
ñèïàòèâíîé íåëèíåéíîé ñèñòåìå, ïîääåðæèâàåìûå çà ñ÷åò ýíåðãèè âíåøíåãî èñòî÷-
íèêà, ïàðàìåòðû êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ ñâîéñòâàìè ñàìîé ñèñòåìû è íå çàâèñÿò îò
êîíå÷íîãî èçìåíåíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé � ( àâòîêîëåáàíèÿ ) [ 1 ]. Àâòîêîëåáàíèÿ
ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àþòñÿ îò äðóãèõ êîëåáàòåëüíûõ ïðîöåññîâ â äèññèïàòèâíûõ ñè-
ñòåìàõ òåì, ÷òî äëÿ èõ ïîääåðæàíèÿ íå òðåáóåòñÿ êîëåáàòåëüíûõ âîçäåéñòâèé èçâíå.
Ïðè èçó÷åíèè äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì èõ îïèñûâàþò óðàâíåíèÿìè. Ïðåäñòàâëåíèå ðå-
øåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé êàê äâèæåíèÿ íåêîòîðîé òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå ñ ðàçìåðíîñòüþ,
ðàâíîé ÷èñëó ïåðåìåííûõ, íàçûâàþò ôàçîâûìè òðàåêòîðèÿìè ñèñòåìû. Ïîâåäåíèå
ôàçîâîé òðàåêòîðèè â ñìûñëå óñòîé÷èâîñòè ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî
åãî òèïîâ, êîãäà âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû â êîíå÷íîì ñ÷åòå ñîñðåäîòà÷èâàþòñÿ íà íåêî-
òîðîì ïîäìíîæåñòâå.

Àòòðàêòîð �ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé (òî÷íåå-òî÷åê ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà) äèíàìè-
÷åñêîé ñèñòåìû, ê êîòîðîìó îíà ñòðåìèòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Òàê íàèáîëåå ïðîñòû-
ìè âàðèàíòàìè àòòðàêòîðà ÿâëÿþòñÿ ïðèòÿãèâàþùàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (ê ïðèìåðó,
â çàäà÷å î ìàÿòíèêå òðåíèåì î âîçäóõ) è ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ (ïðèìåð � ñà-
ìîâîçáóæäàþùèåñÿ êîëåáàíèÿ â êîíòóðå ñ ïîëîæèòåëüíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ), îäíàêî
áûâàþò è çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæíûå ïðèìåðû.

http://www.jcam.azvs.az 14 c⃝ 2011 JCAM All rights reserved.
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Àòòðàêòîðû êëàññèôèöèðóþò ïî:
Ôîðìàëèçàöèè ïîíÿòèÿ ñòðåìëåíèÿ: ðàçëè÷àþò ìàêñèìàëüíûé àòòðàêòîð, íå áëóæ-
äàþùåå ìíîæåñòâî, àòòðàêòîð Ìèëíîðà, öåíòð Áèðêãîôà, ñòàòèñòè÷åñêèé è ìèíè-
ìàëüíûé àòòðàêòîð.
Ðåãóëÿðíîñòè ñàìîãî àòòðàêòîðà: äåëÿò èõ íà ðåãóëÿðíûå (ïðèòÿãèâàþùàÿ íåïî-
äâèæíàÿ òî÷êà, ïðèòÿãèâàþùàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ, ìíîãîîáðàçèå) è ñòðàí-
íûå (íåðåãóëÿðíûå � çà÷àñòóþ ôðàêòàëüíûå è/èëè â êàêîì-ëèáî ñå÷åíèè óñòðîåííûå
êàê êàíòîðîâî ìíîæåñòâî; äèíàìèêà íà íèõ îáû÷íî õàîòè÷íà).
Ëîêàëüíîñòè («ïðèòÿãèâàþùåå ìíîæåñòâî») è ãëîáàëüíîñòè (çäåñü æå � òåðìèí «ìè-
íèìàëüíûé» â çíà÷åíèè «íåäåëèìûé»). Ïðîñòåéøèé íåòðèâèàëüíûé àòòðàêòîð � çà-
ìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ, ê êîòîðîé ñòðåìÿòñÿ âñå áëèæàéøèå òðàåêòîðèè � íàçûâàåìûé
ïðåäåëüíûì öèêëîì.

Ê ïîíÿòèþ àòòðàêòîðîâ ïðèõîäÿò êîãäà ðàññìàòðèâàþò îáùóþ êëàññèôèêàöèþ
ôðàêòàëîâ: ãåîìåòðè÷åñêèå, àëãåáðàè÷åñêèå, ñòîõàñòè÷åñêèå è äð. Àëãåáðàè÷åñêèå
ôðàêòàëû ïîëó÷àþò ñ ïîìîùüþ íåëèíåéíûõ ïðîöåññîâ â n- ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ (
íàïðèìåð â äâóõìåðíûõ ïðîöåññàõ). Èíòåðïðåòèðóÿ íåëèíåéíûé èòåðàöèîííûé ïðî-
öåññ, êàê äèñêðåòíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ïîëüçóþòñÿ òåðìèíîëîãèåé òåîðèè ñè-
ñòåì ôàçîâîãî ïîðòðåòà, óñòàíîâèâøåãîñÿ ïðîöåññà, àòòðàêòîðà è ò.ä. Êàæäîå óñòîé-
÷èâîå ñîñòîÿíèå � àòòðàêòîð- îáëàäàåò íåêîòîðîé îáëàñòüþ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé; èç
êîòîðûõ ñèñòåìà îáÿçàòåëüíî ïîïàäàåò â ðàññìàòðèâàåìûå êîíå÷íûå ñîñòîÿíèÿ. Ôà-
çîâîå ïðîñòðàíñòâî òàêèì îáðàçîì ðàçáèâàåòñÿ íà îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ àòòðàêòîðîâ.
Îïðåäåëåíèå îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ àòòðàêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ òàêæå àêòóàëüíîé çàäà÷åé.

Èçìåíåíèå âî âðåìåíè ñîñòîÿíèÿ àâòîíîìíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ
ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [2-3]

dxi
dt

=fi(x1, ... xN, µ1, . . . , µk) (1)

èëè
xin+1=fi

(
x1n, x

2
n, ... , xNn , µ1... µk

)
,

i = 1,2,. . . ,N ,
çäåñü xi (t) (èëè xin ) � ïåðåìåííûå , îäíîçíà÷íî îïèñûâàþùèå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû (åå
ôàçîâûå êîîðäèíàòû) ; µl (l=1,2,. . . ,k) � � ïàðàìåòðû ñèñòåìû; fi (x,µ) � â îáùåì ñëó-
÷àå íåëèíåéíûå ôóíêöèè. Ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ñóùåñòâóåò , åäèíñòâåííî äëÿ äàííûõ
íà÷àëüíûõ óñëîâèé xi(0) (èëè xi0) è ãëàäêî çàâèñèò îò èçìåíåíèÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿ-
íèÿ (òåîðåìà Êîøè). Çäåñü ìû áóäåì ãîâîðèòü èñêëþ÷èòåëüíî îá àâòîêîëåáàòåëüíûõ
ðåæèìàõ äâèæåíèÿ ñèñòåìû (1). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ñèñòåìå ñóùåñòâóþò óñòàíîâèâ-
øèåñÿ êîëåáàíèÿ, õàðàêòåðèñòèêè êîòîðûõ íå çàâèñÿò â îïðåäåëåííûõ ïðåäåëàõ îò
âûáîðà íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî RN ñèñòåìû (1) , ôèêñèðóåò
çíà÷åíèÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ µk . Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðàÿ êîíå÷íàÿ (èëè áåñêîíå÷íàÿ)
îáëàñòü G1 , ïðèíàäëåæàùàÿ RN , êîòîðàÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïîäîáëàñòü G0 . Îáëàñòè
G1 è G0 óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì :
1. Äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé xi (0) (èëè xi0) èç îáëàñòè G1 ïðè t→∞ (èëè n→∞)
âñå ôàçîâûå òðàåêòîðèè ðàíî èëè ïîçäíî äîñòèãàþò îáëàñòè G0 ;
2. Îáëàñòü G0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìèíèìàëüíîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî â ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû;
3. Åñëè ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ïðèíàäëåæèò îáëàñòè G0 â ìîìåíò âðåìåíè t=t1 (n=n1) ,
òî îíà áóäåò ïðèíàäëåæàòü G0 âñåãäà, ò.å. äëÿ ëþáûõ t≥t1 (n>n1) ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ
áóäåò íàõîäèòüñÿ â îáëàñòè G0 .
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Åñëè ýòè óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ , òî îáëàñòü G0 íàçûâàåòñÿ àòòðàêòîðîì äèíàìè÷å-
ñêîé ñèñòåìû (1). Äðóãèìè ñëîâàìè , àòòðàêòîð G0 � ýòî èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî
çàêîíà (1) ìèíèìàëüíîå ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî òðàåêòîðèé ñèñòåìû, êóäà ñòðåìÿòñÿ
è òàì îñòàþòñÿ ëþáûå òðàåêòîðèè èç îáëàñòè G1 , îõâàòûâàþùåé G0. Îáëàñòü G1 íà-
çûâàåòñÿ îáëàñòüþ(èëè áàññåéíîì) ïðèòÿæåíèÿ àòòðàêòîðà G0. Â îáëàñòè G1 ìîãóò
ñóùåñòâîâàòü èñêëþ÷èòåëüíî ïåðåõîäíûå, íåñòàöèîíàðíûå òèïû äâèæåíèé. Ïðåäåëü-
íîå ìíîæåñòâî G0 îòâå÷àåò óñòàíîâèâøèìñÿ (ïðåäåëüíûì) òèïàì äâèæåíèÿ.
à) Ðåãóëÿðíûå àòòðàêòîðû

Äî îòêðûòèÿ äåòåðìèíèðîâàííîãî õàîñà áûëî èçâåñòíî âñåãî òðè òèïà óñòîé÷èâûõ
óñòàíîâèâøèõñÿ ðåøåíèé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (1) : ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ, êîãäà ïî-
ñëå ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà ñèñòåìà äîñòèãàåò ñòàöèîíàðíîãî (íå ìåíÿþùåãîñÿ âî âðå-
ìåíè) ñîñòîÿíèÿ, óñòîé÷èâîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå è óñòîé÷èâîå êâàçèïåðèîäè÷å-
ñêîå ðåøåíèå. Ñîîòâåòñòâóþùèìè àòòðàêòîðàìè äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû â ýòèõ
ñëó÷àÿõ ÿâëÿþòñÿ: òî÷êà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ïðåäåëüíûé öèêë è ïðåäåëüíûé n-
ìåðíûé òîð. Ñèãíàòóðà ñïåêòðà ëÿïóíîâñêèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé (ËÕÏ)
ôàçîâîé òðàåêòîðèè â ýòèõ ñëó÷àÿõ áóäåò [2]:
-,-,. . . ,- - ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ
0,-,-,. . . ,- -ïðåäåëüíûé öèêë
0, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸

n

−, ...,− - n-ìåðíûé òîð, n≥2

Íåïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì ñèñòåìû(1) ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü ñòðàííûå õàîòè÷åñêèå
àòòðàêòîðû ñëîæíîé ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû, êîòîðûå èìåþò, ïî êðàéíåé ìåðå,
îäèí ïîëîæèòåëüíûé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü è, êàê ñëåäñòâèå, äðîáíóþ ðàçìåðíîñòü,
îïðåäåëÿåìóþ ïî ôîðìóëå Êàïëàíà-Éîðêà [3]:

D = J +

∑j
i=1 λi

|λj+1|
(2)

ãäå j íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî

λ1 + λ2 + ...+ λj ≥ 0

Ëÿïóíîâñêàÿ ðàçìåðíîñòü D , ðàññ÷èòàííàÿ ïî ôîðìóëå (2), ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé îäíó èç ôðàêòàëüíûõ ðàçìåðíîñòåé ìíîæåñòâà è ñëóæèò îöåíêîé ñíèçó äëÿ
ìåòðè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè àòòðàêòîðà. Òî îáñòîÿòåëüñòâî ,÷òî óêàçàííûå òèïû ðåøå-
íèé ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûìè ,à ðàçìåðíîñòü D äàåòñÿ öåëûì ÷èñëîì
è ñòðîãî ñîâïàäàåò ñ ìåòðè÷åñêîé ,ïîçâîëÿåò íàçâàòü óêàçàííûå òèïû àòòðàêòîðîâ
ðåãóëÿðíûìè.Íàðóøåíèå îäíîãî èç ñôîðìóëèðîâàííûõ óñëîâèé èñêëþ÷àåò àòòðàê-
òîð èç êëàññà ðåãóëÿðíûõ.Íåðåãóëÿðíûå àòòðàêòîðû òðåáóþò ââåäåíèÿ ñïåöèàëüíîé
êëàññèôèêàöèè [4].
á) Ñòðàííûå (õàîòè÷åñêèå ) àòòðàêòîðû

ßâëåíèå äåòåðìèíèðîâàííîãî õàîñà è ïîíÿòèå ñòðàííîãî àòòðàêòîðà âî ìíîãèõ ðàáî-
òàõ ïðàêòè÷åñêè îäíîçíà÷íî ñâÿçûâàþò äðóã ñ äðóãîì [1-2] .
Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ñòðàííîãî àòòðàêòîðà áûëî äàíî â æåñòêîì ïðåäëî-
æåíèè, ÷òî äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (1) ÿâëÿåòñÿ ãðóáîé ãèïåðáîëè÷åñêîé. Ñèñòåìà ÿâ-
ëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ,åñëè âñå ôàçîâûå òðàåêòîðèè ñåäëîâûå. Òî÷êà êàê îáðàç
òðàåêòîðèè â ñå÷åíèè Ïóàíêàðå â ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì.
Ãðóáîñòü îçíà÷àåò ,÷òî ïðè ìàëîì âîçìóùåíèè ïðàâûõ ÷àñòåé(1) è âàðèàöèè óïðàâ-
ëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ â êîíå÷íîé îáëàñòè èõ çíà÷åíèé âñå òðàåêòîðèè ïðîäîëæàþò
îñòàâàòüñÿ ñåäëîâûìè [2].
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Ðèñ
1.Ñåäëîâàÿ òî÷êà Qi êàê îáðàç ãèïåðáîëè÷åñêîé òðàåêòîðèè â ñå÷åíèè Ïóàíêàðå[ 2 ]

Íà ðèñ. 1. ïðåäñòàâëåíà ñåäëîâàÿ òðàåêòîðèÿ Ã è ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè Qi åå ïåðå-
ñå÷åíèÿ ñ ñåêóùåé ïîâåðõíîñòüþ Ïóàíêàðå S. Äàííûé ðèñóíîê èëëþñòðèðóåò òàêæå
ëîêàëüíîå ïîâåäåíèå óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé ñåäëîâîé òî÷êè Qi

Ëîêàëüíî òî÷êà Qi ïåðåñå÷åíèÿ Ã c S ÿâëÿåòñÿ ãðóáûì ñåäëîì ,îêàçûâàåòñÿ íåäîñòà-
òî÷íûì äëÿ ãðóáîé ãèïåðáîëè÷íîñòè. Íåîáõîäèìû íåêîòîðûå óñëîâèÿ îòíîñèòåëüíî
ãëîáàëüíûõ (íåëîêàëüíûõ) ñâîéñòâ óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé.

Îáðàòèìñÿ ê ðèñ.2 , â ñèëó íàëè÷èÿ àòòðàêòîðà óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå

ìíîãîîáðàçèÿ W S è W
U

îáÿçàíû áûòü ñîñðåäîòî÷åíû â îáëàñòè G0. Ïðè ýòîì
ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ ñ îáðàçîâàíèåì ãîìîêëèíè÷åñêèõ òî÷åê (ïîâåðõíîñòåé),îáðàçóÿ
òàê íàçûâàåìûå ãîìîêëèíè÷åñêèå ñòðóêòóðû, êîòîðûå â ãðóáûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñè-
ñòåìàõ îáÿçàíû áûòü ãðóáûìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñ òîïîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ
ñòðóêòóðà ïåðåñå÷åíèÿ WS è WU äîëæíà ñîîòâåòñòâîâàòü (ðèñ.2,a) è íå ìåíÿòüñÿ
êà÷åñòâåííî ïðè âîçìóùåíèÿõ. Ñëó÷àè íà ðèñ. 2 ,á è â èñêëþ÷àþòñÿ èç ðàññìîòðåíèÿ,
òàê êàê õàðàêòåðèçóþò äâà íåãðóáûõ ÿâëåíèÿ : ÿâëåíèÿ çàìûêàíèÿ ìíîãîîáðàçèé ñ
îáðàçîâàíèåì ïåòëè(ðèñ 2,á) è ÿâëåíèÿ êàñàíèÿ óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé÷èâîãî ìíî-
ãîîáðàçèé(ðèñ 2,â).Åñëè íåëîêàëüíûå ñâîéñòâà ìíîãîîáðàçèé ïðè âîçìóùåíèÿõ äè-
íàìè÷åñêîé ñèñòåìû ïðèâîäÿò ê íåãðóáûì ñèòóàöèÿì, èçîáðàæåííûì íà ðèñ 2,á, â,
âîçìîæíû áèôóðêàöèè ðåøåíèé. Â ãðóáûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåìàõ íèêàêèõ áè-
ôóðêàöèé ïðîèñõîäèòü íå äîëæíî. Ïðè âîçìóùåíèÿõ ñèñòåìû òðàåêòîðèÿ Ã âñåãäà
îñòàåòñÿ ñåäëîâîé, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ íà ðèñ 2,a.
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Ðèñ 2. Âîçìîæíûå ñëó÷àè ïåðåñå÷åíèÿ óñòîé÷èâîé è íåóñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñ ñåäëî-
âîé òî÷êè Qi â ñå÷åíèè Ïóàíêàðå [3]

Êàê ìû óâèäèì â äàëüíåéøåì, íåãðóáûå ñëó÷àè íà ðèñ 2,á è (â) ÿâëÿþòñÿ ïðè-
÷èíîé ïîÿâëåíèÿ áîëåå ñëîæíî óñòðîåííûõ õàîòè÷åñêèõ ïðèòÿãèâàþùèõ ìíîæåñòâ �
òàê íàçûâàåìûõ êâàçèàòòðàêòîðîâ. Ñòðàííûå (â ñìûñëå Ðþýëÿ-Òàêåíñà) àòòðàêòîðû
âñåãäà ÿâëÿþòñÿ ãðóáûìè ãèïåðáîëè÷åñêèìè ïðåäåëüíûìè ìíîæåñòâàìè.
Îñíîâíîé ÷åðòîé, îòëè÷àþùåé ñòðàííûå õàîòè÷åñêèå àòòðàêòîðû îò ðåãóëÿð-
íûõ,ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ôàçîâîé òðàåêòîðèè íà àòòðàêòîðå.
Ñïåêòð ëÿïóíîâñêèõ ýêñïîíåíò â ýòîì ñëó÷àå âêëþ÷àåò, êàê ìèíèìóì, îäèí ïîëî-
æèòåëüíûé ïîêàçàòåëü. Â ñîîòâåòñòâèè ñ(2) ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü àòòðàêòîðà
âñåãäà áîëüøå äâóõ è â îáùåì ñëó÷àå íå áóäåò âûðàæàòüñÿ öåëûì ÷èñëîì. Ìèíè-
ìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ,â êîòîðûé ìîæíî �âëîæèòü� ñòðàííûé
àòòðàêòîð ,îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé òðåì.
Ãèïåðáîëè÷åñêèå àòòðàêòîðû íàçûâàþò êâàçèãèïåðáîëè÷åñêèìè. Èçâåñòíû êâàçèãè-
ïåðáîëè÷åñêèå àòòðàêòîðû Ëîçè , Áåëûõà è àòòðàêòîðû òèïà Ëîðåíöà[3]

Êâàçèãèïåðáîëè÷åñêèé àòòðàêòîð â ñèñòåìå Ëîçè.
Îáîñíîâàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ êâàçèãèïåðáîëè÷åñêîãî àòòðàêòîðà â äèíàìè÷åñêîé ñè-
ñòåìå òðåáóåò äîêàçàòåëüñòâ äâóõ ïîëîæåíèé:1) â àòòðàêòîðå âñå ôàçîâûå òðàåêòîðèè
ÿâëÿþòñÿ íåóñòîé÷èâûìè, 2) ïðè âàðèàöèè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû óñòîé÷èâûõ òðàåêòî-
ðèé íå âîçíèêàåò. Ýòà ñóãóáî ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à â ñèëó íåëèíåéíîñòè äèíàìè÷å-
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ñêîé ñèñòåìû íå ìîæåò áûòü ðåøåíà â îáùåì âèäå. Îäíàêî ïðèìåíèòåëüíî ê íåêîòî-
ðûì êîíêðåòíûì äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì ýòà çàäà÷à, ê ñ÷àñòüþ, èìååò ðåøåíèå.
Íàèáîëåå ïðîñòîé ïðèìåð- àòòðàêòîð Ëîçè â äâóìåðíîé äèñêðåòíîé äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìå:

xn+1 = 1− a |xn|+ yn (3)

yn+1 = bxn

Ñèñòåìà (3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåëèíåéíîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå äèññèïàòèâíîå( äëÿ
b< 1) îòîáðàæåíèå, êîòîðûé â ñèëó äèôôåîìîðôèçìà ÿâëÿåòñÿ â ñòðîãîì ñìûñëå
îòîáðàæåíèåì Ïóàíêàðå íåêîòîðîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû ñ ðàçìåðíîñòüþ ôà-
çîâîãî ïðîñòðàíñòâà N=3.Ïîýòîìó ñâîéñòâà, îáíàðóæåííûå è äîêàçàííûå äëÿ ýòîé
ñèñòåìû, áóäóò äîñòîâåðíî ïðèìåíèìû ê ïîòîêó â R3. Òåîðåòè÷åñêè óñòàíîâëåíî, ÷òî
â ñèñòåìå (3) â îáëàñòè çíà÷åíèé 1.3<a < 1.8 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé õàîòè÷åñêèé
àòòðàêòîð, êîòîðûé íå ñîäåðæèò óñòîé÷èâûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Ýòîò àòòðàêòîð
èçâåñòåí â ëèòåðàòóðå êàê êâàçèãèïåðáîëè÷åñêèé àòòðàêòîð Ëîçè, äëÿ êîòîðîãî íà-
ðóøàåòñÿ 2-å óñëîâèå ãèïåðáîëè÷íîñòè.

Äëÿ àòòðàêòîðà Ëîðåíöà, êàê è äëÿ àòòðàêòîðà Ëîçè, íàðóøàåòñÿ îäíî èç òðåáî-
âàíèé ãèïåðáîëè÷íîñòè ( óñëîâèå 2). Àòòðàêòîðû òèïà Ëîðåíöà îáíàðóæåíû â ðÿäå
ñèñòåì è ÿâëÿþò ñîáîé òèïè÷íûé ïðèìåð êâàçèãèïåðáîëè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ. Äîêà-
çàíî, ÷òî àòòðàêòîð Ëîðåíöà âêëþ÷àåò òîëüêî ñåäëîâûå òðàåêòîðèè, ïðè âàðèàöèè
ïàðàìåòðîâ áèôóðêàöèè â íåì îòñóòñòâóþò, óñòîé÷èâûå òî÷êè èëè öèêëû íå âîçíè-
êàþò. Àòòðàêòîð Ëîðåíöà õàðàêòåðèçóåòñÿ êà÷åñòâåííî òåìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è
àòòðàêòîð Ëîçè, è ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê êëàññè÷åñêèé ïðèìåð êâàçèãèïåðáîëè÷åñêî-
ãî õàîñà. Óðàâíåíèÿ Ëîðåíöà áûëè ïîëó÷åíû èç óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà â çàäà÷å î
òåïëîâîé êîíâåêöèè è èìåþò âèä:

˙x= −σ (x−y), ˙y= rx− y − xz, ż=xy − bz, (4)

ãäå σ,b, r � óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû. Ê óðàâíåíèÿì òèïà (4)ñâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ìî-
äåëè ëàçåðîâ, à òàêæå ìîäåëü äèñêîâîãî äèíàìî [2,3-4]. Îòìåòèì, ÷òî â ñèñòåìå (4) ðå-
æèì êâàçèãèïåðáîëè÷åñêîãî õàîñà ðåàëèçóåòñÿ â êîíå÷íîé îáëàñòè çíà÷åíèé åå óïðàâ-
ëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ.

Ïðèìåðû òèïîâ àòòðàêòîðîâ. [5-8]
Âûäåëÿåòñÿ êàê ìèíèìóì òðè òèïà àòòðàêòîðîâ, èìåþùèå ðàçíûå ôàçîâûå ïåðåõî-
äû, è êîòîðûå íàãëÿäíî ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå êàê ïîñòåïåííî óñêîðÿþùèéñÿ ïî-
òîê. Íàèáîëåå ïðîñòîé òèï àòòðàêòîðà îòðàæàåò ñèñòåìó, íàõîäÿùóþñÿ â îäíîðîäíîì
ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ (�íåïîäâèæíàÿ òî÷êà�). Êëàññè÷åñêèì åãî ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ
îáû÷íûé ìàÿòíèê.

Âòîðîé òèï àòòðàêòîðîâ- ýòî êîãäà íàáëþäàåòñÿ áèôóðêàöèÿ, íàïðèìåð, íà äâà
èëè áîëüøåå ÷èñëî âèõðåé, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïåðèîäè÷åñêîìó è êâàçèïåðèîäè÷åñêîìó
àòòðàêòîðàì. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîãóò ñëóæèòü ñòðóêòóðû òàê íàçûâàåìûõ õèìè-
÷åñêèõ ÷àñîâ, ò.å õèìè÷åñêèé ïðîöåññ, â õîäå êîòîðîãî ðàñòâîð ïåðèîäè÷åñêè ìåíÿåò
ñâîþ îêðàñêó ñ ãîëóáîé íà êðàñíóþ. Äðóãèìè ïðèìåðàìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, ÷å-
ëîâå÷åñêîå ñåðäöå, âûïîëíÿþùåå ñâîé öèêë ìíîãî ðàç êàæäóþ ìèíóòó, ëèáî Ëóíà,
ïðîõîäÿùàÿ ñâîè ôàçû êàæäûé ìåñÿö. Ýòî òàêæå ìíîæåñòâî äðóãèõ ñèñòåì, ïîâå-
äåíèå êîòîðûõ åñòåñòâåííûì îáðàçîì óêëàäûâàåòñÿ â ïîâòîðÿþùèåñÿ ïðåäñêàçóåìûå
öèêëû.
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Êàê ïåðâûé, òàê è âòîðîé òèïû àòòðàêòîðîâ åùå íå îáëàäàþò ïðèíöèïîì ôðàê-
òàëüíîñòè. Èì îáëàäàþò àòòðàêòîðû, ïðèíàäëåæàùèå ê òðåòüåìó òèïó, òàê íàçûâà-
åìûå ñòðàííûå, èëè õàîòè÷åñêèå àòòðàêòîðû, ãäå óïîðÿäî÷åííîå òå÷åíèå ïåðåõîäèò
óæå â äåòåðìèíèñòè÷åñêèé, èëè ôðàêòàëüíûé õàîñ, ñîîòâåòñòâóþùèé ôðàêòàëüíîìó
àòòðàêòîðó ñëîæíûõ ñèñòåì.

×òî æå äàåò èçîáðàæåíèå ïðîöåññîâ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå? Âçãëÿíóâ íà ôàçîâûé
ïðîòðåò ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû, ìû ìîæåì ïðèéòè ê âûâîäó: íàõîäèòñÿ îíà â ñîñòîÿíèè
ðàâíîâåñíîãî èëè íåðàâíîâåñíîãî ïîðÿäêà. Áîëåå òîãî, íåñìîòðÿ íà èõ ðàçíóþ ôèçè-
÷åñêóþ ñóùíîñòü äâà âèäà ïîðÿäêà ìîæíî èçîáðàçèòü íà îäíîé è òîé æå äèàãðàììå
â âèäå òî÷åê, ëèíèé è ôèãóð. Ìîæíî òàêæå äàòü äèàãðàììó ïåðåõîäà èç îäíîãî óïî-
ðÿäî÷åííîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå.

â) ×åòêîñòü ôàçîâûõ äèàãðàìì.

Ñóùåñòâóåò êëàññ ÿâëåíèé, ïðîòèâîïîëîæíûõ ïîðÿäêó êàê ïî ôèçè÷åñêîé ñóùíîñòè,
òà ê è ïî õàðàêòåðó èçîáðàæåíèÿ íà ôàçîâîé äèàãðàììå. Èõ îáðàçöû ðàçìûòû, íå÷åò-
êè, íîñÿò ñëó÷àéíûé, èëè, êàê ãîâîðÿò, ñòîõàñòè÷åñêèé õàðàêòåð. ßâëåíèÿ, ïîðîæäà-
þùèå òàêèå îáðàçöû, íàçûâàþòñÿ õàîòè÷åñêèìè.

Íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûìè îïèñûâàþòñÿ îáðàçîâàíèå è ðàçðóøåíèå ñòðóê-
òóð Áåíàðà, íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ëîðåíöà. Îíè ñâÿçûâàþò ìåæäó ñîáîé êîîðäè-
íàòû ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà: ñêîðîñòè ïîòîêîâ â ñëîå, òåìïåðàòóðó è óïðàâëÿþùèé
ïàðàìåòð. Èíòåðåñíà äèíàìèêà ïðîöåññà ñ ðîñòîì ÷èñëà Ðýëåÿ. Ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
îáîðîòàìè ôàçîâîé òðàåêòîðèè (èõ îáû÷íî íàçûâàþò âåòâÿìè) ïîñòåïåííî ñîêðàùà-
þòñÿ, è â êîíöå êîíöîâ èçìåíÿåòñÿ õàðàêòåð àòòðàêòîðà- ôîêóñ ïåðåõîäèò â ïðå-
äåëüíûé öèêë, êîòîðûé ïîòîìó è íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì, ÷òî ñëóæèò ïîãðàíè÷íîé
êðèâîé ìåæäó çîíàìè óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè. Ïîðÿäîê ïåðåõîäèò â õàîñ. Â
âû÷èñëèòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå âîçíèêàåò íåóñòîé÷èâûé ôîêóñ, à çàòåì ïðîÿâëÿåòñÿ
ñòðàííûé àòòðàêòîð.

Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî îêàçàëîñü ìîùíûì ñðåäñòâîì äëÿ èçó÷åíèÿ õàîñà, ïîòîìó,
÷òî îíî ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ïîâåäåíèå íåëèíåéíîé, õàîòè÷åñêîé ñèñòåìû â íàãëÿä-
íîé ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìå. Òàê, ïîâåäåíèå áîëüøèíñòâà íåëèíåéíûõ ñèñòåì â ôàçî-
âîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðîé çîíîé â íåì, íàçûâàåìîé àòòðàêòîðàìè. Â
ýòó çîíó â êîíå÷íîì èòîãå ïðèòÿãèâàþòñÿ òðàåêòîðèè, èçîáðàæàþùèå õîä ïðîöåññà.
Òàêèå ïðîöåññû ìîãóò ïðîèñõîäèòü è â êðèñòàëëå.

Ðàññìîòðèì àòòðàêòîðû ñâÿçàííûå ñ íåðàâíîâåñíûì ïîðÿäêîì è îòîáðàæàþùè-
åñÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå òî÷êîé ( ôîêóñ), ëèáî çàìêíóòîé êðèâîé ( ïðåäåëüíûé
öèêë). Äðóãîé ñâÿçàí ñ îáðàçîâàíèåì äåòåðìèíèðîâàííîãî õàîñà è îòîáðàæàåòñÿ îãðà-
íè÷åííîé îáëàñòüþ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, çàïîëíåííîé íåïðåðûâíî ðàçâèâàþùåéñÿ
âî âðåìåíè òðàåêòîðèåé (ñòðàííûé àòòðàêòîð).Äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ àòòðàêòîðîâ òðà-
åêòîðèè ïðîöåññà ðàçâèâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè ñèñòåìà íåóñòîé÷èâà, òðà-
åêòîðèÿ íà÷èíàåòñÿ ëèáî ôîêóñîì (íåóñòîé÷èâûé ôîêóñ), ëèáî ïðåäåëüíûì öèêëîì
(íåóñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë) è ïîñòåïåííî óäàëÿåòñÿ îò ñâîåãî àòòðàêòîðà. Åñëè
æå ïðîöåññ îòîáðàæàåòñÿ ñòðàííûì àòòðàêòîðîì, òî òðàåêòîðèÿ åãî ýâîëþöèè íà-
÷èíàåòñÿ èç íà÷àëüíîé òî÷êè è ïîñòåïåííî çàïîëíÿåò íåêîòîðóþ îáëàñòü ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà. Òàê ÷òî ïåðåõîäû ïîðÿäêà � õàîñ â òåðìèíàõ àòòðàêöèè îçíà÷àþò ïå-
ðåõîä îò àòòðàêòîðà îäíîãî âèäà (ëèáî ôîêóñ, ëèáî ïðåäåëüíûé öèêë) ê àòòðàêòîðó,
äðóãîãî âèäà.
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2. Äèññèïàöèÿ ìåæäó ñëîÿìè

Îáúåìíûå äåôåêòû, ôîðìèðóþùèåñÿ ìåæäó ñëîÿìè â ðàçëè÷íûõ êðèñòàëëàõ (GaSe,

InSe, Bi2Te3, Sb2Te3 è äð.) äåôîðìèðóþò ñëîè Se-Se â GaSe, Te(i)− Te(i) â Sb2Te3 è
Bi2Te3. Ñ ýòèì ìîãóò áûòü ñâÿçàíû ðàçëè÷íûå ìåõàíèçìû äèññèïàöèè ýíåðãèè. Êàæ-
äûé ñòðóêòóðíûé óðîâåíü ìåæñëîåâîé ñèñòåìû ìîæåò èìåòü îïðåäåëåííîå ïîðîãîâîå
çíà÷åíèå ïîòîêà äèññèïàòèâíîé ýíåðãèè. Åñëè îíî ïðåâûñèò ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð
äëèíû ìåæäó êâèíòåòàìè ñëîÿ òîãäà ãðîçèò ðàçðóøåíèå ïðèãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè

Te(i) (íàïðèìåð À
V
2

B
V 
I
3

, ìîãóò èñ÷åçíóòü ìíîæåñòâî êâèíòåòîâ, ïðè ýòîì òîëüêî

ñëàáî èñêàæàÿ äðóãèå ñëîè), ïîâûøåíèå òåìïåðàòóðû ìîæåò ïðèâåñòè ê ôîðìèðîâà-
íèþ íîâûõ íîâîîáðàçîâàíèé).

2.1. Ìîäåëü ïðåäåëüíîãî öèêëà

Êàê ïðàâèëî, óðàâíåíèÿ ïðîöåññîâ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ àíàëèçèðóþò ñ ïîìîùüþ
êîìïüþòåðîâ, êîòîðûå âû÷åð÷èâàþò âîçìîæíûå òðàåêòîðèè è åñëè îíè ñëèâàþòñÿ â
çàìêíóòóþ óñòîé÷èâóþ êðèâóþ- ýòî ñëóæèò ñâèäåòåëüñòâîì, òîãî ÷òî ó ñèñòåìû åñòü
ñâîé ïðåäåëüíûé öèêë. Â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ ðàññìàòðèâàþò ýòè òðàåêòîðèè íå íà
ïëîñêîñòè, à â ïðîñòðàíñòâå è íàçûâàþò ýòè òðàåêòîðèè íå ïðåäåëüíûìè öèêëàìè, à
àòòðàêòîðàìè, ïîòîìó ÷òî îíè, ïîäîáíî ïðåäåëüíûì öèêëàì ïðèòÿãèâàþò ê ñåáå èç
ñâîèõ �áàññåéíîâ� òðàåêòîðèè íåëèíåéíûõ ïðîöåññîâ [8]. Ìîãóò ñîçäàâàòüñÿ óñëîâèÿ
äëÿ ïðîÿâëåíèÿ ñâîéñòâ, îáóñëîâëåííûõ ñàìîîðãàíèçàöèåé äèññèïàòèâíûõ ñòðóêòóð-
êàñêàäà öåíòðîâ ðàçðóøåíèÿ. Â [9] ïîêàçàíî, ÷òî êàñêàä öåíòðîâ ðàçðóøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
ôðàêòàëüíûì êëàñòåðîì, êîòîðûé íà ñòàäèè ìàêðî ðàçðóøåíèÿ ïåðåõîäèò â ïåðêî-
ëÿöèîííûé êëàñòåð.

Âûøåèçëîæåííîå ðàçðóøåíèå ïîâåðõíîñòè â ìåòàëëàõ è ôîðìèðîâàíèå íà ïîâåðõ-
íîñòè (0001) Sb2Te3 è GaSe ðàçëè÷íûõ íàíîîáúåêòîâ ðàçìåðàìè áîëåå 5 íì íàâîäèò
ê ìûñëè î ïîäîáíûõ ïðîöåññàõ ðàçðóøåíèÿ îáëàñòåé ìåæäó êâèíòåòàìè Te(i)− Te(i)

À
V
2

B
V 
I
3

<ïðèìåñü> , ïðèâîäÿùèõ ê ôîðìèðîâàíèþ â íèõ ðàçëè÷íûõ íîâîîáðà-

çîâàíèé ôðàêòàëüíîãî õàðàêòåðà.

2.2. Ðîëü äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ â ôîðìèðîâàíèè ìåæñëîåâûõ

äèññèïàòèâíûõ ñòðóêòóð è â òîì ÷èñëå ïðåäåëüíûõ öèêëîâ

Ïðåäåëüíûå öèêëû âñòðå÷àþòñÿ â èçâåñòíûõ ìîäåëÿõ, òàêèõ êàê áðþññåëÿòîð, ìîäåëü
Ëîòêà-Âîëüòåðà [1,6].

Â [12-13] âûâåäåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ âðåìåííûõ äèññèïàòèâíûõ ñòðóêòóð
? (ïðåäåëüíîãî öèêëà) ïðè íàëè÷èè íåèäåàëüíîñòè äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ â ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ ñëîèñòûõ ñèñòåìàõ. Ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü õèìè÷åñêîé ñèñòåìû ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñìåñü íà÷àëüíîãî A âåùåñòâà, ïðîìåæóòî÷íûõ âåùåñòâ X1 è X2 è
êîíå÷íîãî B ïðîäóêòà ðåàêöèè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ îòêðû-
òîé äëÿ ïîñòóïëåíèÿ èç âíåøíåé ñðåäû âåùåñòâ, ñïîñîáíûõ ïðåâðàùàòüñÿ â X1, X2
âíóòðè ðåàêöèîííîãî îáúåìà. Íåèäåàëüíîñòü äèôôóçèè ìîæíî ó÷èòûâàòü ñ ïîìî-
ùüþ ìîäèôèêàöèè çàêîíà Ôèêà [12]. Äëÿ ýòîãî ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå ñóììû äâóõ ÷àñòåé, îäíà èç êîòîðûõf0i [Xi (r)] (i = 1, 2) ñîîòâåòñòâóåò ñâîáîä-
íîé ýíåðãèè îäíîðîäíîé æèäêîñòè, à âòîðàÿ � ñâîáîäíîé ýíåðãèè, ïðîïîðöèîíàëüíîé
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êâàäðàòó ãðàäèåíòà êîíöåíòðàöèè ∇Xi : fi [Xj (r)] = f0i [Xi (r)]+ H[∀Xi (r)]
2/2, ãäå

êîýôôèöèåíò H > 0 õàðàêòåðèçóåò íåîäíîðîäíîñòü äèôôóçèîííûõ ïîòîêîâ.Âñå äàëü-
íåéøèå ðàññìîòðåíèÿ ïðîâåäåíû äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïàðà-
ìåòð íåîäíîðîäíîñòè ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâ äëÿ âåùåñòâ X1, X2; çàïèøåì ïëîòíîñòü
ñîîòâåòñòâóþùèõ äèôôóçèîííûõ ïîòîêîâ jiâ âèäå ìîäèôèöèðîâàííîãî çàêîíà Ôèêà
çàïèñûâàåòñÿ:

ji = −Di
∂

∂x

(
Xi −H

∂2

∂x2
Xi

)
(5)

Óðàâíåíèÿ áàëàíñà äëÿ êîíöåíòðàöèè â îäíîìåðíîì ñëó÷àå
(
∂Xi
∂t

)
diff

= −∂ji
∂x çà-

ïèøóòñÿ â âèäå {
∂X1
∂t = D1LD[X1] + F1 (X1, X2) ,{

∂X2
∂t = D2LD[X2] + F2 (X1, X2)

(6)

ãäå Di � êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè èäåàëüíîé õèìè÷åñêîé ñèñòåìû, ïîñòîÿííûå
(ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå), äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð LD = ∂2

∂x2 − H ∂4

∂x4 , è
âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé F1,2 (X1, X2) â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå:

F1 (X1, X2) = a0 ± a1X1 + a2X2 − a3X
2
1 ± a4X1X2 + a5X

2
2

F2 (X1, X2) = b0 ± b1X2 + b2X1 − b3X
2
2 ± b4X1X2 + b5X

2
1 (7)

ãäå aJ è bJ (j = 1,..., 5) ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè ïîñòîÿííûìè, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèìè çíà÷åíèÿì êîíñòàíò ñêîðîñòåé ðåàêöèé è êîíöåíòðàöèé íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî
âåùåñòâ ðåàêöèè. Çíàêè â (3) âûáðàíû èñõîäÿ èç âîçìîæíûõ òèïîâ ïðîöåññîâ â õîäå
ìîíîìîëåêóëÿðíûõ è áèìîëåêóëÿðíûõ ðåàêöèé [6,12].

Äëÿ èäåàëüíûõ äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ (ïðè H = 0) íåïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû
(7) íå âîçíèêàþò, à êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ïåðåõîäÿò â îäíîêîìïîíåíòíûå ïåðèîäè÷å-
ñêèå ñòðóêòóðû. Òàêèì îáðàçîì, îáðàçîâàíèå òàêèõ íåîäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ
ñòðóêòóð èäåò èñêëþ÷èòåëüíî çà ñ÷åò íåîäíîðîäíîñòè äèôôóçèîííûõ ïîòîêîâ ïðè
õèìè÷åñêîé ðåàêöèè

Ïðè íàëè÷èè â õèìè÷åñêîé ñèñòåìå íåèäåàëüíûõ äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ, ò. å.
H ̸= 0, ñèòóàöèÿ êîðåííûì îáðàçîì ìåíÿåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå íåïåðèîäè÷åñêèå ñòðóê-
òóðû ïîëó÷àþò âîçìîæíîñòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ L11L22 < 0, òàê êàê òåïåðü

L11 = − |L11|+D1λ
(n)
s,a è L22 = − |L22|+D2λ

(n)
s,a .

Óñëîâèå âîçíèêíîâåíèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà ìîæåò ðåàëèçîâûâàòüñÿ â äâóõ ñëó÷à-
ÿõ:

1. L11 > 0 L22 < 0 ïðè îãðàíè÷åíèè äëÿ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñîáñòâåííûõ ÷èñåë
ñëåäóþùèìè íåðàâåíñòâàìè: |L11|

D1
< λ

(n)
s,a < |L22|

D2

2. L11 < 0 È L22 > 0 , îòêóäà |L22|
D2

< λ
(n)
s,a < |L11|

D1
. Òàêèì îáðàçîì, â äâóõêîìïîíåíò-

íîé ñèñòåìå ñ ìîíîìîëåêóëÿðíûìè è áèìîëåêóëÿðíûìè ìåõàíèçìàìè ðåàêöèé ìîæåò
áûòü âûïîëíåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ äèññèïàòèâíûõ ñòðóêòóð, â òîì
÷èñëå ïðåäåëüíîãî öèêëà [13]. Ïðîñòåéøåé ôèçè÷åñêîé çàäà÷åé ñ ïàðàìåòðè÷åñêèì
âîçáóæäåíèåì ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î äèôôóçèè ÷àñòèöû èëè ñèñòåìû ÷àñòèö â ñëó÷àé-
íîì ïîëå ñêîðîñòåé è (r, t). Ââåäåíèå ñëó÷àéíîñòè â ïàðàìåòðû ñðåäû ïîðîæäàåò
ñòîõàñòè÷íîñòü â ñàìèõ ôèçè÷åñêèõ ïîëÿõ. Èíäèâèäóàëüíûå ðåàëèçàöèè ëîãíîðìàëü-
íîãî ñêàëÿðíîãî äâóìåðíîãî ïîëÿ f(R,t), ãäå R=(x,y) íàïîìèíàþò ñëîæíûé ãîðíûé
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easigwaft ñî ñëó÷àéíî ðàñïðåäåëåííûìè ïèêàìè, ïðîâàëàìè, õðåáòàìè è ïåðåâàëàìè
[12]. Â [11,12] ïðèâåäåíû ïðèìåðû ðåàëèçàöèé ïîñðåäñòâîì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
äâóõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé ñ ðàçíîé ñòàòèñòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé .

Ïîëó÷åííûå íàìè èçîáðàæåíèÿ (ðèñ.3-4 ) íà àòîìíî ñèëîâîì ìèêðîñêîïå (ÀÑÌ)
ÿâëÿþòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè ïîäòâåðæäåíèÿìè òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ðàáî-
òû [12].

Ðèñ.3. Îáëàñòè ñòðóêòóð, îòâå÷àþùèå ïðåäåëüíûì öèêëàì � ýòî íàîñòðîâêè â ñëî-
èñòûõ ñèñòåìàõ.

Ðèñ.4. Âûñîòà íàíîîñòðîâêîâ (0,5 � 2,0) íì ñ óñòîé÷èâîé ìåæñëîåâîé ñòðóêòóðîé,
òàê íàçûâàåìûõ ïðåäåëüíûõ îáðàçîâàíèé.

3. Çàêëþ÷åíèå

Â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçà õàîòè÷åñêèõ àâòîêîëåáàíèé ðàññìîòðåíû ïî-
íÿòèÿ ãðóáîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî è êâàçèãèïåðáîëè÷åñêîãî àòòðàêòîðîâ è ïðîàíàëèçè-
ðîâàíû èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà. Ãèïåðáîëè÷åñêèå è êâàçèãèïåðáîëè÷åñêèå àòòðàêòîðû
îòðàæàþò êëàññè÷åñêèå ñâîéñòâà äåòåðìèíèðîâàííîãî õàîñà, íî ÿâëÿþòñÿ â îïðåäå-
ëåííîé ñòåïåíè èäåàëüíîé ìîäåëüþ õàîñà. Ýòî îòðàæàåòñÿ â îñíîâíûõ ñâîéñòâàõ ãè-
ïåðáîëè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ: ãèïåðáîëè÷åñêèé õàðàêòåð âñåãäà åäèíñòâåííûé, èìååò
îäíîðîäíûé áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ, íå ìåíÿåò ñâîåé ñòðóêòóðû ïðè âàðèàöèè ïàðàìåò-
ðîâ ñèñòåìû è íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ.. Â òî æå âðåìÿ ãèïåðáîëè÷åñêèé àòòðàêòîð
õàðàêòåðèçóåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé íåóñòîé÷èâîñòüþ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé íà íåì è
ôðàêòàëüíîé ãåîìåòðèåé, ò.å ÿâëÿåòñÿ ñòðàííûì â ñðàâíåíèè ñ ðåãóëÿðíûì àòòðàê-
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òîðîì.
Âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîãî äâèæåíèÿ,
êîòîðîå èçîáðàæàåòñÿ èçîëèðîâàííîé çàìêíóòîé òðàåêòîðèåé â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå
ñèñòåìû, ê êîòîðîé ñî âðåìåíåì ïðèòÿãèâàþòñÿ òðàåêòîðèåé èç íåêîòîðîé îêðåñòíî-
ñòè íåçàâèñèìî îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé, îáåñïå÷èâàþòñÿ òîëüêî â íåëèíåéíûõ äèññè-
ïàòèâíûõ ñèñòåìàõ, ìåæäó êâèíòåòàìè êðèñòàëëè÷åñêèõ ðåøåòîê ñëîèñòûõ ñèñòåì.

Àíàëèç ðàçëè÷íûõ âèäîâ àòòðàêòîðîâ â äèññèïàòèâíûõ ñèñòåìàõ íå âûÿâèë â ëè-
òåðàòóðå ñîîòâåòñòâóþùèå èì â ïðîñòðàíñòâå ïðåäåëüíûå öèêëû è ñôîðìèðîâàííûå
ôðàêòàëüíûå íàíîîáúåêòû. Îäíàêî, îáíàðóæåííûå íàìè â ñëîèñòûõ ñèñòåìàõ, íàíî-
îáúåêòû ïîäòâåðäèëè ñóùåñòâîâàíèå òðåõìåðíûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ â âèäå îáëàñòåé
ôðàêòàëüíîãî õàðàêòåðà.
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