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1. Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó, ïîðîæäåííóþ íà îòðåçêå [0, π] êàíîíè÷åñêèì óðàâíå-
íèåì Äèðàêà [1]

BY ′ (x) +Q (x)Y (x) = λY (x) , (1)

è íåðàçäåëåííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè âèäà

A0Y (0) +A1Y (π) = 0, (2)

ãäå B =

(
0 1
−1 0

)
, Q(x) =

(
p(x) q(x)
q(x) −p(x)

)
, Y (x) =

(
y1(x)
y2(x)

)
, A0 =

(
a3 a1
b1 0

)
,

A1 =

(
a4 a2
b2 0

)
, λ− ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, p(x) è q(x) � âåùåñòâåííûå ôóíêöèè,

ïðèíàäëåæàùèå ïðîñòðàíñòâó L2[0, π], ai, bj (i = 1, 4; j = 1, 2 ) � êîìïëåêñíûå ÷èñ-
ëà, ïðè÷åì õîòÿ áû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ ai è õîòÿ áû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ
bj îòëè÷íû îò íóëÿ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìíîãèå âîïðîñû îáðàòíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåìû
Äèðàêà â ñëó÷àå ðàçäåëåííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ( a2 = b1 = 0 èëè a1 = b2 = 0) õî-
ðîøî èçó÷åíû (ñì. [2-13]). Èññëåäîâàíèþ îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ ðàçëè÷-
íûìè âèäàìè íåðàçäåëåííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, â òîì ÷èñëå ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ( a2 =
−a1, a3 = a4 = 0, b2 = −b1), àíòèïåðèîäè÷åñêèìè ( a2 = a1, a3 = a4 = 0, b2 = b1)
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è êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè ( |a2| = |a1| , a2 6= ±a1, a3 = a4 = 0, |b2| = |b1| , b2 6= ±b1)
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïîñâÿùåíû ñòàòüè [14-18].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçàíà åäèíñòâåííîñòü âîññòàíîâëåíèÿ ñèñòåìû Äèðàêà ïî
ñïåêòðàëüíûì äàííûì, êîòîðûìè ÿâëÿþòñÿ ñïåêòðû òðåõ êðàåâûõ çàäà÷. Àíàëîãè÷-
íûé âîïðîñ äëÿ îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ðàññìîòðåí â ðàáîòå [19].

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) èìååò âèä y(x, λ) = M1S(x, λ) +M2C(x, λ), ãäå M1

è M2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, à S(x, λ) =

(
s1(x, λ)
s2(x, λ)

)
è C(x, λ) =

(
c1(x, λ)
c2(x, λ)

)
� ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùèå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì S(0, λ) =

(
0
1

)
,

C(0, λ) =

(
1
0

)
. Ïîýòîìó ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1)-(2) ñîâïàäàþò ñ

íóëÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè

∆(λ) =

∣∣∣∣ a1 + a2s2(π, λ) + a4s1(π, λ) a3 + a2c2(π, λ) + a4c1(π, λ)
b2s1(π, λ) b1 + b2c1(π, λ)

∣∣∣∣ .
Ðàñêðûâàÿ ýòîò îïðåäåëèòåëü è ó÷èòûâàÿ òîæäåñòâî

c1(x, λ)s2(x, λ)− c2(x, λ)s1(x, λ) ≡ 1,

íàõîäèì

∆(λ) = a1b2c1(π, λ) + a2b1s2(π, λ) + (a4b1 − a3b2) s1(π, λ) + a1b1 + a2b2. (3)

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ÷èñëà b1 è b2 âåùåñòâåííû.

2. Ïîñòàíîâêà îáðàòíîé çàäà÷è. Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè

Ãîâîðÿò, ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à (1)-(2) çàïèñàíà â êàíîíè÷åñêîì âèäå, åñëè a4 = 0 ïðè
b1 = 0, à òàêæå a3 = 0 ïðè b1 6= 0. Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷ó (1)-(2) âñåãäà ìîæíî ïðèâåñòè
ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Â äàëüíåéøåì çàäà÷ó (1)-(2), çàïèñàííóþ â êàíîíè÷åñêîì âèäå,
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç D.

Çàäà÷ó, îòëè÷àþùóþñÿ îò çàäà÷è D êîýôôèöèåíòàìè â óðàâíåíèè è ïàðàìåòðàìè
â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç D̃. Íèæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî åñëè
íåêîòîðûé ñèìâîë îáîçíà÷àåò îáúåêò, îòíîñÿùèéñÿ ê çàäà÷å D, òî ýòîò æå ñèìâîë ñ
� îáîçíà÷àåò àíàëîãè÷íûé îáúåêò, îòíîñÿùèéñÿ ê D̃.

Íàðÿäó ñ çàäà÷åé D ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è ñ ðàçäåëåííûìè ãðàíè÷-
íûìè óñëîâèÿìè.
Çàäà÷à D1:

BY ′ (x) +Q (x)Y (x) = λY (x) , x ∈ [0, π],

y2(0)− b1y1(0) = 0, y1(π) = 0.
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Çàäà÷à D2:

BY ′ (x) +Q (x)Y (x) = λY (x) , x ∈ [0, π],

y2(0)− b2y1(0) = 0, y1(π) = 0,

ãäå b1 6= b2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç {µk},
{
µ
(1)
k

}
è
{
µ
(2)
k

}
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

(ñïåêòðû) êðàåâûõ çàäà÷ D, D1 è D2 ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ îáðàòíóþ çàäà÷ó.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à. Ïî çàäàííûì ñïåêòðàì êðàåâûõ çàäà÷ D, D1 è D2 ïîñòðî-

èòü ìàòðèöó-ôóíêöèþ Q(x) =

(
p(x) q(x)
q(x) −p(x)

)
â óðàâíåíèè (1) è êîýôôèöèåíòû

ai, bj (i = 1, 4; j = 1, 2 ) â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè.

Òåîðåìà. Åñëè b1 6= ±b2, òî ñïåêòðû {µk},
{
µ
(1)
k

}
è
{
µ
(2)
k

}
îäíîçíà÷íî îïðåäå-

ëÿþò êðàåâûå çàäà÷è D, D1 è D2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ðàáîòå [2] ïî ñïåêòðàì
{
µ
(1)
k

}
è
{
µ
(2)
k

}
îäíîçíà÷íî âîññòà-

íàâëèâàþòñÿ çàäà÷è D1 è D2 (ò.å. îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàþòñÿ ìàòðèöà-ôóíêöèÿ
Q(x) è ïàðàìåòðû b1, b2). Çíà÷èò, îñòàåòñÿ óñòàíîâèòü åäèíñòâåííîñòü âîññòàíîâëå-
íèÿ êîýôôèöèåíòîâ ai, (i = 1, 4 ) ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (2).

Ïî çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {µk} õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ∆ (λ) âîññòà-
íàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî â âèäå áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Èçâåñòíî [20, ñ. 66], ÷òî
äëÿ ôóíêöèé c1 (π, λ), s1 (π, λ) è s2 (π, λ) èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ:

c1 (π, λ) = cosλπ + ψ1 (λ) ,

s1 (π, λ) = − sinλπ + ψ2 (λ) , s2 (π, λ) = cosλπ + ψ3 (λ) ,

ãäå ψp (λ) =
∫ π
−π ξp (t) eiλtdt, ξp (t) ∈ L2 [−π, π] , p = 1, 3.

Èñïîëüçóÿ ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ, õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ (3) ïðåîáðàçóåì ê âèäó

∆(λ) = M cosλπ +N sinλπ +K + ψ (λ) , (4)

ãäå

M = a1b2 + a2b1, N = a4b1 − a3b2,K = a1b1 + a2b2, (5)

ψ (λ) =
∫ π
−π ξ (t) eiλtdt, ξ (t) ∈ L2 [−π, π]. Ïîñêîëüêó ñïåêòðû {µk}, {µ̃k} êðàåâûõ çàäà÷

D, D̃ ñîâïàäàþò, òî ∆ (λ) ≡ ∆̃ (λ). Òîãäà â ñèëó (4) èìååì

M cosλπ +N sinλπ +K + ψ (λ) = M̃ cosλπ + Ñ sinλπ + K̃ + ψ̃ (λ) ,
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ãäå

M̃ = ã1b2 + ã2b1, Ñ = ã4b1 − ã3b2, K̃ = ã1b1 + ã2b2 (6)

(òàê êàê bj = b̃j) è ψ̃ (λ) =
∫ π
−π ξ̃ (t) eiλtdt, ξ (t) ∈ L2 [−π, π]. Ïîýòîìó(

M − M̃
)

cosλπ +
(
N − Ñ

)
sinλπ +K − K̃ + ψ (λ)− ψ̃ (λ) = 0. (7)

Ïóñòü k−ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî. Ïîëàãàÿ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå λ = 2k, çàòåì ïå-
ðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè k →∞ è èñïîëüçóÿ ëåììó Ðèìàíà-Ëåáåãà, ïîëó÷àåìM−M̃+K−
K̃ = 0. Îòñþäà ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (5) è (6), èìååì (a1 − ã1 + a2 − ã2) (b1 + b2) = 0.
Òîãäà

a1 − ã1 + a2 − ã2 = 0, (8)

ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ òåîðåìû b1 6= −b2. Àíàëîãè÷íî, â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè λ =
2k+ 1 â ðàâåíñòâî (7) è ïåðåõîäà ê ïðåäåëó ïðè k →∞ ïîëó÷àåì a1− ã1−a2 + ã2 = 0.
Ýòî ñîîòíîøåíèå âìåñòå ñ (8) ïîêàçûâàåò, ÷òî

a1 = ã1, a2 = ã2. (9)

Ó÷èòûâàÿ (9), èç (7) ïðè λ = 2k + 1
2 ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

(a4 − ã4) b1 − (a3 − ã3) b2 = 0. (10)

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: b1 = 0 è b1 6= 0. Åñëè èìååò ìåñòî ïåðâûé ñëó÷àé, òî â ñèëó
óñëîâèÿ òåîðåìû b2 6= 0. Òîãäà èç (10) ïîëó÷àåì a3 = ã3. Òàê êàê êðàåâûå çàäà÷è D,
D̃ ïðåäñòàâëåíû â êàíîíè÷åñêîì âèäå, òî â ýòîì ñëó÷àå a4 = ã4 = 0. Åñëè æå b1 6= 0,
òî a3 = ã3 = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, a4 = ã4 â ñèëó (10).

Òàêèì îáðàçîì, ïî ñïåêòðàì êðàåâûõ çàäà÷ D, D1 è D2 îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâà-
þòñÿ êàê êîýôôèöèåíò Q(x) óðàâíåíèÿ Äèðàêà, òàê è ïàðàìåòðû ai, bj (i = 1, 4; j =
1, 2 ) ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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