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Î êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé çàäà÷è â íåêëàñ-

ñè÷åñêîé òðàêòîâêå çàäàííîé íà ñåðåäèíå îáëàñòè äëÿ

îäíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 3D Áè-

àíêè

È.Ã.Ìàìåäîâ, À.Äæ.Àáäóëëàåâà

Àííîòàöèÿ. Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå äëÿ îäíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

3D Áèàíêè êëàññè÷åñêèå óñëîâèÿ íà ñåðåäèíå îáëàñòè ïðèâåäåíû ê íåêëàññè÷åñêèìè óñëîâè-

ÿìè. Òðåõìåðíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à íà ñåðåäèíå îáëàñòè â ýòîé ïîñòàíîâêå áîëåå åñòåñòâåííà,

÷åì òðåõìåðíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à íà ñåðåäèíå îáëàñòè â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå. Ýòî ñâÿçàíî

ñ òåì, ÷òî â ýòîé ïîñòàíîâêå òðåõìåðíîé êðàåâîé çàäà÷è íà ïðàâûå ÷àñòè êðàåâûõ óñëîâèé

íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé òèïà ñîãëàñîâàíèÿ íå òðåáóþòñÿ. Â äàííîé ñòàòüå âûÿâëåí

ãîìåîìîðôèçì ìåæäó îïðåäåëåííûìè ïàðàìè áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ ïðè èññëåäîâàíèè òðåõ-

ìåðíîé êðàåâîé çàäà÷è çàäàííîé íà ñåðåäèíå îáëàñòè äëÿ îäíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî

3D Áèàíêè òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ Lp- êîýôôèöèåíòàìè íà îñíîâå ñâåäåíèÿ ýòîé çàäà÷è ê ýêâè-

âàëåíòíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ Âîëüòåððà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèå 3D Áèàíêè, óðàâíåíèÿ ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ãî-

ìåîìîðôèçì, êðàåâàÿ çàäà÷à.

1. Ââåäåíèå

Ýòà ðàáîòà ïîñâÿùåíà êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé çàäà÷è íà ñåðåäèíå îá-
ëàñòè äëÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 3D Áèàíêè ñ äîìèíèðóþùåé ñìå-
øàííîé ïðîèçâîäíîé òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ íåãëàäêèìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïðè ýòîì
âàæíûì ïðèíöèïèàëüíûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå óðàâíåíèå
îáëàäàåò, íåãëàäêèìè êîýôôèöèåíòàìè êîòîðîå óäîâëåòâîðÿþò òîëüêî íåêîòîðûì
óñëîâèÿì òèïà P -èíòåãðèðóåìîñòè è îãðàíè÷åííîñòè ò.å. ðàññìîòðåííûé èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð íå èìååò òðàäèöèîííîãî ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà. Ïî-
ýòîìó ôóíêöèÿ Ðèìàíà äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé íå ìîæåò áûòü èññëåäîâàíà êëàññè÷å-
ñêèì ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê.

Òðåõìåðíûå êðàåâûå çàäà÷è â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿþòñÿ èíòåíñèâíî ðàçâèâàþ-
ùèìñÿ ðàçäåëîì òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Òåîðèÿ êðàåâûõ çàäà÷, âîç-
íèêëà èç-çà ïîòðåáíîñòåé ñîâðåìåííîé íàóêè è òåõíèêè. Ïðîáëåìû ñîâðåìåííîé íà-
óêè è òåõíèêè âûäâèíóëè íà ïåðâûé ïëàí ðåøåíèå áîëåå ðåàëüíûõ ïðàêòè÷åñêèõ
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çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ èññëåäîâàíèåì ðàçíîîáðàçíûõ êëàññîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé.
Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ìíîãèõ áèîëîãè÷åñêèõ è òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ
ïðèâîäèò ê èçó÷åíèþ íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ê ÷èñëó íåëîêàëüíûõ çàäà÷ îòíîñÿòñÿ òàêæå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ óðàâíåíèÿìè
�íåëîêàëüíîãî õàðàêòåðà�, íàïðèìåð, ñ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûìè åñëè äàæå êðà-
åâûå óñëîâèÿ äëÿ íèõ ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûìè.

Çà ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèå ñóùåñòâåííî ïîâûñèëñÿ èíòåðåñ ê òðåõìåðíûì ëîêàëü-
íûì è íåëîêàëüíûì êðàåâûì çàäà÷àì äëÿ óðàâíåíèé Áèàíêè [1-3]. Ýòî ñâÿçàíî ñ èõ
ïîÿâëåíèåì â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ ïðèêëàäíîãî õàðàêòåðà. Â ðàáîòàõ Â.È.Æåãàëîâà
[4-5] èññëåäîâàíî óðàâíåíèå ñ äîìèíèðóþùåé ñìåøàííîé ïðîèçâîäíîé uxyz(x, y, z).
Òàêîãî òèïà óðàâíåíèå íàõîäèò ïðèìåíåíèå â ìîäåëÿõ ïðîöåññîâ âèáðàöèè, à òàêæå
íåìàëîâàæíîå çíà÷åíèå èìååò â òåîðèè àïïðîêñèìàöèè. Àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèé,
ïðîâîäèìûõ â ýòîé îáëàñòè, îáúÿñíÿåòñÿ ïîÿâëåíèåì ìíîãîìåðíûõ ëîêàëüíûõ è íåëî-
êàëüíûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé Áèàíêè ñ íåãëàäêèìè êîýôôèöèåíòàìè, ñâÿçàííûõ ñ
ðàçëè÷íûìè ïðèêëàäíûìè çàäà÷àìè. Çàäà÷è òàêîãî òèïà âîçíèêàþò, ïðè èññëåäîâà-
íèè âîïðîñîâ ôèëüòðàöèè æèäêîñòè â òðåùèíîâàòûõ ñðåäàõ, âëàãîïåðåíîñîì â ãðóí-
òàõ, ðàñïðîñòðàíåíèåì èìïóëüñíûõ ëó÷åâûõ âîëí, â ðàçëè÷íûõ áèîëîãè÷åñêèõ ïðî-
öåññàõ è â òåîðèè îáðàòíûõ çàäà÷. Ïîýòîìó òåìàòèêà äàííîé ðàáîòû âåñüìà àêòóàëüíà
äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ òåîðåòè÷åñêèõ è ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.

Â ñîâðåìåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îñîáîå çíà÷åíèå èìååò âî-
ïðîñ î âûÿâëåíèè êëàññîâ çàäà÷, îïåðàòîðû êîòîðûõ îñóùåñòâëÿþò ãîìåîìîðôèçì
ìåæäó îïðåäåëåííûìè ïàðàìè áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Òàêèå ãîìåîìîðôèçìû âûÿâ-
ëåíû â ðàáîòàõ Þ.Ì.Áåðåçàíñêîãî è ß.À.Ðîéòáåðãà[6], Æ.-Ë. Ëèîíñà è Ý.Ìàäæåíåñà
[7], Ñ.Ñ.Àõèåâà [8-9], Í.Â.Æèòàðàøó [10], Â.È.Êîðçþêà [11], È.Ã. Ìàìåäîâà [12-13] è
äð. äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.
Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ, ýòà ðàáîòà ïîñâÿùåíà àêòóàëüíûì ïðîáëåìàì ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Â ýòîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ òðåõìåðíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à çàäàííîé íà ñåðåäèíå
îáëàñòè äëÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 3D (òðåõìåðíîãî) Áèàíêè ñ Lp-
êîýôôèöèåíòàìè è äîìèíèðóþùåé ñìåøàííîé ïðîèçâîäíîé uxyz(x, y, z).

Ðàññìîòðèì èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
3D Áèàíêè

(V1,1,1u)(x, y, z) ≡ uxyz(x, y, z) +A0,0,0u(x, y, z) +A1,0,0ux(x, y, z)+
+A0,1,0uy(x, y, z) +A0,0,1uz(x, y, z) +A1,1,0uxy(x, y, z) +A0,1,1uyz(x, y, z)+

+A1,0,1uxz(x, y, z)+

∫ x

x0+x1
2

∫ y

y0+y1
2

∫ z

z0+z1
2

[K0,0,0(τ, ξ, η;x, y, z) u(τ, ξ, η)+K1,0,0(τ, ξ, η;x, y, z)×
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×ux(τ, ξ, η) +K0,1,0(τ, ξ, η;x, y, z)uy(τ, ξ, η) +K0,0,1(τ, ξ, η;x, y, z)×

×uz(τ, ξ, η) +K1,1,0(τ, ξ, η;x, y, z)uxy(τ, ξ, η) +K0,1,1(τ, ξ, η;x, y, z)×
×uyz(τ, ξ, η) + K1,0,1(τ, ξ, η;x, y, z)uxz(τ, ξ, η)] dτdξdη = ϕ1,1,1(x, y, z),

(x, y, z) ∈ G, (1)

Çäåñü u = u(x, y, z) èñêîìàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà G; Ai,j,k = Ai,j,k(x, y, z)
çàäàííûå èçìåðèìûå ôóíêöèè íà G = G1×G2×G3, ãäå G1 = (x0, x1), G2 = (y0, y1) ,
G3 = (z0, z1); ϕ1,1,1(x, y, z) çàäàííàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ íà G.

Óðàâíåíèå (1) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì óðàâíåíèåì, êîòîðîå îáëàäàåò òðåìÿ äåé-
ñòâèòåëüíûìè ïðîñòûìè õàðàêòåðèñòèêàìè x = const, y = const, z = const. Óðàâíå-
íèÿ ïîäîáíîãî âèäà âîçíèêàþò ïðè îïèñàíèè ìíîãèõ ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿ-
ùèõ â ïðèðîäå è òåõíèêå. Ïîäîáíûå ñèòóàöèè èìåþò ìåñòî ïðè èçó÷åíèè ïðîöåññîâ
ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà , âëàãîïåðåíîñà â ïî÷âîãðóíòàõ , ôèëüòðàöèè æèäêîñòè â ïî-
ðèñòûõ ñðåäàõ , â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé áèîëîãèè , à òàêæå â òåîðèè îïòèìàëüíûõ
ïðîöåññîâ .

Êðîìå òîãî, â ëèòåðàòóðå äî ñèõ ïîð ôóíêöèþ Ðèìàíà óðàâíåíèÿ (1) óäàëîñü
ïîñòðîèòü òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ êîãäà Ki,j,k(τ, ξ, η;x, y, z) ≡ 0 à ôóíêöèè Ai,j,k(x, y, z)
ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè /ò.å. êîãäà ôóíêöèè Ai,j,k(x, y, z) íåïðåðûâíû âìåñòå

ñ ïðîèçâîäíûìè Di
xD

j
yDk

z Ai,j,k(x, y, z) â îáëàñòè G/.

Â äàííîé ñòàòüå óðàâíåíèå (1) âïåðâûå èññëåäîâàíî â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà êîýô-
ôèöèåíòû Ai,j,k(x, y, z) è Ki,j,k(τ, ξ, η;x, y, z) ÿâëÿþòñÿ íåãëàäêèìè ôóíêöèÿìè, óäî-
âëåòâîðÿþùèìè ëèøü ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

A0,0,0(x, y, z) ∈ Lp(G), A1,0,0(x, y, z) ∈ Lx,y,z∞,p,p(G), A0,1,0(x, y, z) ∈ Lx,y,zp,∞,p(G),
A0,0,1(x, y, z) ∈ Lx,y,zp,p,∞(G), A1,1,0(x, y, z) ∈ Lx,y,z∞,∞,p(G), A0,1,1(x, y, z) ∈ Lx,y,zp,∞,∞(G),
A1,0,1(x, y, z) ∈ Lx,y,z∞,p,∞(G),Ki,j,k(τ, ξ, η;x, y, z) ∈ L∞(G×G).

Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ðåøåíèå u(x, y, z) óðàâíåíèÿ (1) áóäåì èñêàòü â ïðîñòðàíñòâå
Ñ.Ë.Ñîáîëåâà

W (1,1,1)
p (G) = {u ∈ Lp(G) /Di

xD
j
yD

k
zu ∈ Lp(G); i, j, k = 0, 1},

ãäå 1 ≤ p ≤ ∞. Íîðìó â ïðîñòðàíñòâå W (1,1,1)
p (G) áóäåì îïðåäåëÿòü ðàâåíñòâîì

‖u‖
W

(1,1,1)
p (G)

=
1∑

i,j,k=0

∥∥∥Di
xD

j
yD

k
zu
∥∥∥
Lp(G)

Äëÿ óðàâíåíèÿ (1) óñëîâèÿ íà ñåðåäèíå îáëàñòè êëàññè÷åñêîãî âèäà ìîæíî çàäà-
âàòü â âèäå
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
u/

x=
x0+x1

2

= Φ(y, z),

u/
y=

y0+y1
2

= Ψ(x, z),

u/
z=

z0+z1
2

= g(x, y),

(2)

ãäå Φ(y, z), Ψ(x, z) è g(x, y) çàäàííûå èçìåðèìûå ôóíêöèè íà G. Î÷åâèäíî, ÷òî â
ñëó÷àå óñëîâèé (2) ôóíêöèè Φ, Ψ, g êðîìå óñëîâèé

Φ ∈W (1,1)
p (G2 ×G3), Ψ ∈W (1,1)

p (G1 ×G3), g ∈W (1,1)
p (G1 ×G2),

äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü òàêæå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
Φ(y0+y12 , z) = Ψ(x0+x12 , z),
Φ(y, z0+z12 ) = g(x0+x12 , y),

Ψ(x, z0+z12 ) = g(x, y0+y12 ),

(3)

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿìè ñîãëàñîâàíèÿ.

Íàëè÷èå óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ â ïîñòàíîâêå çàäà÷è (1), (2) îçíà÷àåò, ÷òî óñëî-
âèÿìè (2) çàäàíà òàêæå íåêîòîðàÿ èçëèøíÿÿ èíôîðìàöèÿ î ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è.
Ïîýòîìó âîçíèêàåò âîïðîñ î íàõîæäåíèè êðàåâûõ óñëîâèé, êîòîðûå íå ñîäåðæàò èç-
ëèøíåé èíôîðìàöèè î ðåøåíèè è íå òðåáóþò âûïîëíåíèÿ íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ
óñëîâèé òèïà ñîãëàñîâàíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå êðàåâûå óñëîâèÿ



V0,0,0u ≡ u(x0+x12 , y0+y12 , z0+z12 ) = ϕ0,0,0

(V1,0,0u)(x) ≡ ux(x, y0+y12 , z0+z12 ) = ϕ1,0,0(x),
(V0,1,0u)(y) ≡ uy(x0+x12 , y, z0+z12 ) = ϕ0,1,0(y),

(V0,0,1u)(z) ≡ uz(x0+x12 , y0+y12 , z) = ϕ0,0,1(z),
(V1,1,0u)(x, y) ≡ uxy(x, y, z0+z12 ) = ϕ1,1,0(x, y),
(V0,1,1u)(y, z) ≡ uyz(x0+x12 , y, z) = ϕ0,1,1(y, z),

(V1,0,1u)(x, z) ≡ uxz(x, y0+y12 , z) = ϕ1,0,1(x, z),

(4)

ãäå ϕ0,0,0 ∈ R ÿâëÿåòñÿ çàäàííûì ÷èñëîì, à îñòàëüíûå ϕi,j,k ÿâëÿþòñÿ çàäàííûìè
ôóíêöèÿìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì:

ϕ1,0,0(x) ∈ Lp(G1), ϕ0,1,0(y) ∈ Lp(G2), ϕ0,0,1(z) ∈ Lp(G3), ϕ1,1,0(x, y) ∈ Lp(G1 ×G2),

ϕ0,1,1(y, z) ∈ Lp(G2 ×G3), ϕ1,0,1(x, z) ∈ Lp(G1 ×G3).

Åñëè ôóíêöèÿ u ∈W (1,1,1)
p (G) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è ñ óñëîâèÿìè íà ñåðåäèíå

îáëàñòè êëàññè÷åñêîãî âèäà (1), (2), òî îíà ÿâëÿåòñÿ òàêæå ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (4)
äëÿ ϕi,j,k îïðåäåëÿåìûõ ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè
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

ϕ0,0,0 = Φ(y0+y12 , z0+z12 ) = Ψ
(
x0+x1

2 , z0+z12

)
= g(x0+x12 , y0+y12 ),

ϕ1,0,0(x) = Ψx

(
x, z0+z12

)
= gx(x, y0+y12 ),

ϕ0,1,0(y) = gy(
x0+x1

2 , y) = Φy(y,
z0+z1

2 ),

ϕ0,0,1(z) = Φz(
y0+y1

2 , z) = Ψz

(
x0+x1

2 , z
)
,

ϕ1,1,0(x, y) = gxy(x, y),
ϕ0,1,1(y, z) = Φyz(y, z),
ϕ1,0,1(x, z) = Ψxz (x, z) ,

(5)

Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå. Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè ôóíêöèÿ u ∈W (1,1,1)
p (G)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (4), òî îíà ÿâëÿåòñÿ òàêæå ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2),
äëÿ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé Φ,Ψ, g:


Φ(y, z) = ϕ0,0,0 +

∫ y
y0+y1

2

ϕ0,1,0(β)dβ +
∫ z

z0+z1
2

ϕ0,0,1(γ)dγ +
∫ y

y0+y1
2

∫ z
z0+z1

2
ϕ0,1,1(β, γ)dβdγ,

Ψ(x, z) = ϕ0,0,0 +
∫ x

x0+x1
2

ϕ1,0,0(α)dα+
∫ z

z0+z1
2

ϕ0,0,1(γ)dγ +
∫ x

x0+x1
2

∫ z
z0+z1

2
ϕ1,0,1(α, γ)dαdγ,

g(x, y) = ϕ0,0,0 +
∫ x

x0+x1
2

ϕ1,0,0(α)dα+
∫ y

y0+y1
2

ϕ0,1,0(β)dβ +
∫ x

x0+x1
2

∫ y
y0+y1

2

ϕ1,1,0(α, β)dαdβ

(6)
Îòìåòèì, ÷òî, ïðè ýòîì, ôóíêöèè (6) îáëàäàþò îäíèì âàæíûì ñâîéñòâîì, ñâÿ-

çàííûì ñ òåì, ÷òî äëÿ íèõ óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ (3) âûïîëíÿþòñÿ àâòîìàòè÷åñêèì
îáðàçîì ïðè âñåõ ϕi,j,k, îáëàäàþùèõ âûøå óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè. Ïîýòîìó ðàâåí-
ñòâà (6) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òàêæå êàê îáùèé âèä âñåõ ôóíêöèé

Φ (y, z) ∈W (1,1)
p (G2 ×G3), Ψ (x, z) ∈W (1,1)

p (G1 ×G3), g (x, y) ∈W (1,1)
p (G1 ×G2),

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ (3).
Èòàê, çàäà÷è ñ óñëîâèÿìè íà ñåðåäèíå îáëàñòè êëàññè÷åñêîãî âèäà (1), (2) è âèäà

(1), (4) â îáùåì ñëó÷àå ýêâèâàëåíòíû. Îäíàêî çàäà÷à (1), (4) ïî ïîñòàíîâêå áîëåå
åñòåñòâåííà, ÷åì çàäà÷à (1), (2). Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â ïîñòàíîâêå çàäà÷è (1), (4) íà
ïðàâûå ÷àñòè êðàåâûõ óñëîâèé íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé òèïà ñîãëàñîâàíèÿ
íå òðåáóåòñÿ. Ïîýòîìó çàäà÷ó (1) , (4) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷ó ñ óñëîâèÿìè
íà ñåðåäèíå îáëàñòè íîâîãî òèïà.

3. Îïåðàòîðíûé âèä êðàåâîé çàäà÷è çàäàííîé íà ñåðåäèíå îáëàñòè è

íåêîòîðûå ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà Ñ.Ë.Ñîáîëåâà

Çàäà÷ó (1), (4) ìû áóäåì èññëåäîâàòü ìåòîäîì îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé è ïðè ýòîì
áóäåì ñëåäîâàòü ñõåìû ðàáîòû [13]. Ïðåäâàðèòåëüíî çàäà÷ó (1) çàïèøåì â âèäå îïå-
ðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

V u = ϕ, (7)

ãäå V åñòü âåêòîðíûé îïåðàòîð, îïðåäåëÿåìûé ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâà
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V = (V0,0,0, V1,0,0, V0,1,0, V0,0,1, V1,1,0, V0,1,1, V1,0,1, V1,1,1) : W
(1,1,1)
p (G) → E

(1,1,1)
p à ϕ åñòü

çàäàííûé âåêòîðíûé ýëåìåíò âèäà

ϕ = (ϕ0,0,0, ϕ1,0,0, ϕ0,1,0, ϕ0,0,1, ϕ1,1,0, ϕ0,1,1, ϕ1,0,1, ϕ1,1,1)

èç ïðîñòðàíñòâà

E
(1,1,1)
p ≡ R× Lp(x0, x1)× Lp(y0, y1)× Lp(z0, z1)× Lp(G1 ×G2)× Lp(G2 ×G3)×
×Lp(G1 ×G3)× Lp(G).

Çàìåòèì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå E
(1,1,1)
p íîðìó áóäåì îïðåäåëÿòü åñòåñòâåííûì îáðà-

çîì, ïðè ïîìîùè ðàâåíñòâà

‖ϕ‖
E
(1,1,1)
p

= ‖ϕ0,0,0‖R + ‖ϕ1,0,0‖Lp(x0,x1)
+ ‖ϕ0,1,0‖Lp(y0,y1)

+ ‖ϕ0,0,1‖Lp(z0,z1)
+

+ ‖ϕ1,1,0‖Lp(G1×G2)
+ ‖ϕ0,1,1‖Lp(G2×G3)

+ ‖ϕ1,0,1‖Lp(G1×G3)
+ ‖ϕ1,1,1‖Lp(G) .

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâ

òèïà W
(1,1,1)
p (G) (èç ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñ äîìèíèðóþùèìè ñìåøàííûìè ïðîèç-

âîäíûìè îáùåãî âèäà) èçó÷åíû â ðàáîòàõ Ò.È. Àìàíîâà [14], Ñ.Ì. Íèêîëüñêîãî [15],
Ï.È. Ëèçîðêèíà è Ñ.Ì. Íèêîëüñêîãî [16], Î.Â. Áåñîâà, Â.Ï. Èëüèíà è Ñ.Ì. Íèêîëüñêî-
ãî [17], À.Ä. Äæàáðàèëîâà [18], Ñ.Ñ.Àõèåâà [19], À.Ì.Íàäæàôîâà [20], È.Ã.Ìàìåäîâà
[21] è äð. Íî èç íèõ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ìîäèôèöèðîâàííîå èíòåãðàëüíîå ïðåä-

ñòàâëåíèå èç [19], ïî êîòîðîìó ëþáàÿ ôóíêöèÿ u(x, y, z) ∈W (1,1,1)
p (G) åäèíñòâåííûì

îáðàçîì ïðåäñòàâèìà â âèäå

u(x, y, z) = (Qb)(x, y, z) ≡ b0,0,0 +

∫ x

x0+x1
2

b1,0,0(α)dα+

+

∫ y

y0+y1
2

b0,1,0(β)dβ +

∫ z

z0+z1
2

b0,0,1(γ)dγ+

+

∫ x

x0+x1
2

∫ y

y0+y1
2

b1,1,0(α, β)dαdβ +

∫ y

y0+y1
2

∫ z

z0+z1
2

b0,1,1(β, γ)dβdγ+

+

∫ x

x0+x1
2

∫ z

z0+z1
2

b1,0,1(α, γ)dαdγ+

+

∫ x

x0+x1
2

∫ y

y0+y1
2

∫ z

z0+z1
2

b1,1,1(α, β, γ)dαdβdγ (8)

ïîñðåäñòâîì åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà

b = (b0,0,0, b1,0,0, b0,1,0, b0,0,1, b1,1,0, b0,1,1, b1,0,1, b1,1,1) ∈ E(1,1,1)
p .

Ïðè ýòîì ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå M0
1 è M0

2 òàêèå, ÷òî
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M0
1 ‖b‖E(1,1,1)

p
≤ ‖Qb)(x, y, z)‖

W
(1,1,1)
p (G)

≤M0
2 ‖b‖E(1,1,1)

p
, äëÿ ëþáîé b ∈ E(1,1,1)

p (9)

Î÷åâèäíî, ÷òî îïåðàòîð Q : E
(1,1,1)
p → W

(1,1,1)
p (G) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îãðàíè-

÷åííûì îïåðàòîðîì. Íåðàâåíñòâî (9) ïîêàçûâàåò, ÷òî îïåðàòîð Q èìååò òàêæå îãðà-

íè÷åííûé îáðàòíûé îïåðàòîð îïðåäåëåííóþ íà ïðîñòðàíñòâå W
(1,1,1)
p (G). Ñëåäîâà-

òåëüíî îïåðàòîð Q åñòü ãîìåîìîðôèçì ìåæäó áàíàõîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè E
(1,1,1)
p è

W
(1,1,1)
p (G). Ïîýòîìó ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7) ýêâèâàëåíòíî ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ

V Qb = ϕ (10)

Óðàâíåíèå (10) áóäåì íàçûâàòü êàíîíè÷åñêèì âèäîì óðàâíåíèÿ (7).

Êðîìå òîãî, ôîðìóëà (8) ïîêàçûâàåò, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ u ∈ W
(1,1,1)
p (G) èìååò

ñëåäû :

u(x0+x12 , y0+y12 , z0+z12 ), ux(x, y0+y12 , z0+z12 ), uy(
x0+x1

2 , y, z0+z12 ),

uz(
x0+x1

2 , y0+y12 , z), uxy(x, y,
z0+z1

2 ), uyz(
x0+x1

2 , y, z), uxz(x,
y0+y1

2 , z)

è îïåðàöèè âçÿòèÿ ýòèõ ñëåäîâ íåïðåðûâíû èç W
(1,1,1)
p (G) â R,

Lp(x0, x1), Lp(y0, y1), Lp(z0, z1), Lp(G1 ×G2), Lp(G2 ×G3), Lp(G1 ×G3)

ñîîòâåòñòâåííî. Äàëåå äëÿ ýòèõ ñëåäîâ ñïðàâåäëèâû òàêæå ðàâåíñòâà:

u(
x0 + x1

2
,
y0 + y1

2
,
z0 + z1

2
) = b0,0,0, ux(x,

y0 + y1
2

,
z0 + z1

2
) = b1,0,0(x),

uy(
x0 + x1

2
, y,

z0 + z1
2

) = b0,1,0(y), uz(
x0 + x1

2
,
y0 + y1

2
, z) = b0,0,1(z),

uxy(x, y,
z0 + z1

2
) = b1,1,0(x, y), uyz(

x0 + x1
2

, y, z) = b0,1,1(y, z),

uxz(x,
y0 + y1

2
, z) = b1,0,1(x, z).

4. Ýêâèâàëåíòíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ êðàåâîé çàäà÷è

Çàäà÷ó (1), (4) ìû áóäåì èçó÷àòü ïðè ïîìîùè èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (8)

ôóíêöèé u ∈ W (1,1,1)
p (G). Ôîðìóëà (8) ïîêàçûâàåò, ÷òî ôóíêöèÿ u ∈ W (1,1,1)

p (G), óäî-
âëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (4), èìååò âèä:
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u(x, y, z) = g0(x, y, z) +

∫ x1

x0+x1
2

∫ y1

y0+y1
2

∫ z1

z0+z1
2

uxyz(α, β, γ)R0(α, β, γ;x, y, z)dαdβdγ,

ãäå

g0(x, y, z) = ϕ0,0,0 +

∫ x

x0+x1
2

ϕ1,0,0(α)dα+

∫ y

y0+y1
2

ϕ0,1,0(β)dβ +

∫ z

z0+z1
2

ϕ0,0,1(γ)dγ+

+

∫ x

x0+x1
2

∫ y

y0+y1
2

ϕ1,1,0(α, β)dαdβ +

∫ y

y0+y1
2

∫ z

z0+z1
2

ϕ0,1,1(β, γ)dβdγ+

+

∫ x

x0+x1
2

∫ z

z0+z1
2

ϕ1,0,1(α, γ)dαdγ

è

R0(α, β, γ;x, y, z) = θ(x− α)θ(y − β)θ(z − γ),

ïðè÷åì θ(z) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Õýâèñàéäà íà R, ò.å. θ(z) =

{
1, z > 0
0, z ≤ 0

. Òîãäà ïîñëå

çàìåíû u = g0 + û, ãäå

û(x, y, z) =

∫ x1

x0+x1
2

∫ y1

y0+y1
2

∫ z1

z0+z1
2

R0(α, β, γ;x, y, z)uxyz(α, β, γ)dαdβdγ,

óðàâíåíèå (1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(V1,1,1û)(x, y, z) = Ẑ(x, y, z), (11)

ãäå Ẑ = ϕ1,1,1 − V1,1,1g0.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè û ìîæíî âû÷èñëèòü ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâ

ûx(x, y, z) =
∫ y

y0+y1
2

∫ z
z0+z1

2
uxyz(x, β, γ)dβdγ, ûy(x, y, z) =

∫ x
x0+x1

2

∫ z
z0+z1

2
uxyz(α, y, γ)dαdγ,

ûz(x, y, z) =

∫ x

x0+x1
2

∫ y

y0+y1
2

uxyz(α, β, z)dαdβ, ûxy(x, y, z) =

∫ z

z0+z1
2

uxyz(x, y, γ)dγ,

ûyz(x, y, z) =

∫ x

x0+x1
2

uxyz(α, y, z)dα, ûxz(x, y, z) =

=

∫ y

y0+y1
2

uxyz(x, β, z)dβ, ûxyz(x, y, z) = uxyz(x, y, z).
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Òåïåðü äîìèíèðóþùóþ ïðîèçâîäíóþ ðàññìîòðèì êàê íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ, èíà-
÷å ãîâîðÿ, ïðîèçâåäåì çàìåíó uxyz(x, y, z) = b(x, y, z). Òîãäà óðàâíåíèå (11) ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå:

(Nb)(x, y, z) ≡ b(x, y, z)+

+

∫ x

x0+x1
2

∫ y

y0+y1
2

∫ z

z0+z1
2

A0,0,0(x, y, z)R0(α, β, γ;x, y, z)b(α, β, γ)dαdβdγ+

+

∫ y

y0+y1
2

∫ z

z0+z1
2

A1,0,0(x, y, z)b(x, β, γ)dβdγ +

∫ x

x0+x1
2

∫ z

z0+z1
2

A0,1,0(x, y, z)b(α, y, γ)dαdγ+

+

∫ x

x0+x1
2

∫ y

y0+y1
2

A0,0,1(x, y, z)b(α, β, z)dαdβ+

+

∫ z

z0+z1
2

A1,1,0(x, y, z)b(x, y, γ)dγ +

∫ x

x0+x1
2

A0,1,1(x, y, z)b(α, y, z)dα+

+

∫ y

y0+y1
2

A1,0,1(x, y, z)b(x, β, z)dβ+

+

∫ x

x0+x1
2

∫ y

y0+y1
2

∫ z

z0+z1
2

[∫ τ

x0+x1
2

∫ ξ

y0+y1
2

∫ η

z0+z1
2

K0,0,0 (τ, ξ, η;x, y, z)R0(α, β, γ;x, y, z)×

×b(α, β, γ)dαdβdγ +

∫ ξ

y0+y1
2

∫ η

z0+z1
2

K1,0,0(τ, ξ, η;x, y, z)b(τ, β, γ)dβdγ+

+

∫ τ

x0+x1
2

∫ η

z0+z1
2

K0,1,0(τ, ξ, η;x, y, z)b(α, ξ, γ)dαdγ+

+

∫ τ

x0+x1
2

∫ ξ

y0+y1
2

K0,0,1(τ, ξ, η;x, y, z)b(α, β, η)×

×dαdβ +

∫ η

z0+z1
2

K1,1,0(τ, ξ, η;x, y, z)b(τ, ξ, γ)dγ +

∫ τ

x0+x1
2

K0,1,1(τ, ξ, η;x, y, z)b(α, ξ, η)dα+

+

∫ η

y0+y1
2

K1,0,1(τ, ξ, η;x, y, z))b(τ, β, η)dβ

]
dτdξdη = Ẑ(x, y, z), (x, y, z) ∈ G, (12)

Îïåðàòîð N óðàâíåíèÿ (12) ëèíååí. Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ, íàëîæåííûå íà êîýôôè-
öèåíòû Ai,j,k, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ýòîò îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì
èç Lp(G) â Lp(G), 1 ≤ p ≤ ∞.
Îïðåäåëåíèå . Åñëè çàäà÷à (1), (4) äëÿ ëþáîãî

ϕ = (ϕ0,0,0, ϕ1,0,0, ϕ0,1,0, ϕ0,0,1, ϕ1,1,0, ϕ0,1,1, ϕ1,0,1, ϕ1,1,1) ∈ E(1,1,1)
p
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èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u ∈W (1,1,1)
p (G) òàêîå, ÷òî

‖u‖
W

(1,1,1)
p (G)

≤M1 ‖ϕ‖E(1,1,1)
p

,

òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îïåðàòîð V çàäà÷è (1), (4) (èëè óðàâíåíèÿ (7)) ÿâëÿåòñÿ ãîìåî-

ìîðôèçìîì èç W
(1,1,1)
p (G) íà E

(1,1,1)
p èëè çàäà÷à (1), (4) âåçäå êîððåêòíî ðàçðåøèìà.

Çäåñü M1 ïîñòîÿííàÿ íå çàâèñÿùåå îò ϕ.

Î÷åâèäíî, ÷òî, åñëè îïåðàòîð V çàäà÷è (1), (4) ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì èç

W
(1,1,1)
p (G) íà E

(1,1,1)
p , òî ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé îïåðàòîð:

V −1 : E(1,1,1)
p →W (1,1,1)

p (G).

Îïåðàòîð N ÿâëÿåòñÿ âîëüòåððîâûì îïåðàòîðîì îòíîñèòåëüíî òî÷êè
(x0+x12 , y0+y12 , z0+z12 ). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ôóíêöèè b1, b2 ∈ Lp(G) â îáëàñòè

G(x,y,z) = (
x0 + x1

2
, x)× (

y0 + y1
2

, y)× (
z0 + z1

2
, z)

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

b1(α, β, γ) = b2(α, β, γ),

òî âûïîëíÿåòñÿ òàêæå óñëîâèå

(Nb1)(α, β, γ) = (Nb2)(α, β, γ)

ïî÷òè äëÿ âñåõ (α, β, γ) ∈ G(x,y,z), ãäå (x, y, z) ∈ G ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà.

Èñïîëüçóÿ âîëüòåððîâîñòü îïåðàòîðà N , ïðè ïîìîùè, íàïðèìåð, ìåòîäà ïîñëåäî-
âàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå (12) äëÿ ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè
Ẑ ∈ Lp(G) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå b ∈ Lp(G), ãäå 1 ≤ p ≤ ∞, è ýòî ðåøåíèå óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ

‖b‖Lp(G) ≤M2

∥∥∥Ẑ∥∥∥
Lp(G)

,

ãäå M2 ïîñòîÿííîå íå çàâèñÿùåå îò Ẑ. Äàëåå, î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ϕ1,1,1 ∈ Lp(G), òî
Ẑ ∈ Lp(G). Êðîìå òîãî, åñëè b ∈ Lp(G) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12), òî ðåøåíèå
çàäà÷è (1), (4) ìîæíî íàéòè ïðè ïîìîùè ðàâåíñòâà

u (x, y, z) = g0(x, y, z) +

∫ x1

x0+x1
2

∫ y1

y0+y1
2

∫ z1

z0+z1
2

b(α, β, γ)R0(α, β, γ;x, y, z)dαdβdγ.

Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà. Îïåðàòîð çàäà÷è (1), (4) åñòü ãîìåîìîðôèçìîì èç W
(1,1,1)
p (G) íà E

(1,1,1)
p .
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